
Chapitre 7
Arithmétique

I  Rappels : Les ensembles de nombres :

1) 
[image: image9.bmp] l’ensemble des entiers naturels : il est composé des nombres que l’on peut compter sur ses doigts.
ex : 0 ; 1 ; 2 …

2) 
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 l’ensemble des entiers relatifs : il est composé des entiers naturels et de leurs opposés.
ex : … ; -3 ; -2 ; -1 ; 0 ; 1 ; 2 …

3) D l’ensemble des décimaux : il est composé des nombres pouvant être écrit sous la forme 
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4) 
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l’ensemble des nombres rationnels : il est composé des résultats des divisions de 2 nombres entiers relatifs.
Si la division tombe juste, on les appelle aussi « décimaux ».
ex : EQ \s\do(\L(  ))
 = 0,5
Certains rationnels sont négatifs.
ex :-EQ \s\do(\L(  ))
 = -0,66666…. 

5) 
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Les nombres irrationnels :
ex : ( ou 
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On peut représenter ces ensembles de nombres par le schéma suivant :
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II. Plus grand commun diviseur de deux nombres.:

Définition :

a et k étant deux entiers naturels tels que k ( 0. Lorsque EQ \s\do(\L(  ))
 est un entier naturel, on dit que k est un diviseur de a. (c’est à dire quand le reste de la division euclidienne de b par a est zéro)

Remarque : On dit aussi que a est un multiple de k, ou encore que a est divisible par k

Exemples :

	18
	2
	2 est un diviseur de 18. On peut aussi écrire EQ \s\do(\L(  ))
= 9

9 est un autre diviseur de 18.

	0
	9
	


	26
	4
	4 n’est pas un diviseur de 26.

Le reste de la division de 26 par 4 n’est pas nul.

	2
	6
	


Définition :
Si deux entiers naturels a et b sont divisibles par un même entier naturel k, on dit que k est un diviseur commun de a et b.


Exemple : 



36=12+3 et 24=12(2, donc 12 est un diviseur de 36 et 24.



36=8(4,5 et 24=8(3, donc 8 n’est pas un diviseur commune de 36 et 24 car il ne divise pas 36.


Remarque : 1 est un diviseur commun à tous les nombres.

Définition


Si a et b désignent deux nombres entiers relatifs, on note PGCD(a ; b) le plus grand des diviseurs positifs communs à a et b.


Exemple :




Je fais la recherche des diviseurs de 24 et 36 :

	1
	24

	2
	12

	3
	8

	4
	6

	1
	36

	2
	18

	3
	12

	4
	9

	6
	6


Pour 24       :             



pour 36 : 

· la liste des diviseurs de 24 est : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 8 ; 12)EQ  \x()
 ; 24

· la liste des diviseurs de 36 est : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 9 ; 12)EQ  \x()
 ; 18 ; 36.



24 et 36 ont 6 diviseurs communs : 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 12.



Le plus grand d’entre eux est 12, c’est le plus grand diviseur commun de 24 et 36.



On note PGCD(24 ; 36) = PGCD(36 ;24) = 12.

III. Nombres premiers entre eux. Fractions irréductibles :

a. nombres premiers entre eux :



( On dit que deux nombres a et b sont premiers entre eux lorsque leur plus grand diviseur commun est égal à 1.


Exemples :

1) 10 et 7 sont premiers entre eux ; en effet :

les diviseurs positifs de 10 sont 1, 2, 5 et 10,

les diviseurs positifs de 7 sont 1 et 7,

donc PGCD(10 ; 7) = 1 et 10 et 7 sont premiers entre eux.

2) 221 et 69 sont premiers entre eux ; en effet :

en appliquant l’algorithme d’Euclide,

221 = 69(3 + 14

69 = 14(4 + 13

14 = 13(1 + 1

13 = 1(13 donc PGCD(221 ; 13) = 1.

b. fraction irréductible :



( On dit qu’une fraction est irréductible lorsque son numérateur et son dénominateur sont      premiers entre eux.


Exemples : PGCD(10 ; 7) = 1 donc EQ \s\do(\L(  ))
 est une fraction est irréductible.

Propriété :



Lorsque l’on simplifie une fraction par le plus grand diviseur commun à son numérateur et son dénominateur, la fraction obtenue est irréductible.


Exemples :



On sait que PGCD(252 ; 360) = 36 donc : 
EQ \s\do(\L(  ))
= EQ \s\do(\L(  ))
=EQ \s\do(\L(  ))
 est une fraction est irréductible.

III. Algorithmes de recherche du PGCD :

a. algotrithme des différences :



pour déterminer PGCD(295 ; 177), on effectue les soustractions successives :

	
	2
	9
	5
	
	
	1
	7
	7
	
	
	1
	1
	8

	 SYMBOL 173 \f"Cmath" 
	1
	7
	7
	
	 SYMBOL 173 \f"Cmath" 
	1
	1
	8
	
	 SYMBOL 173 \f"Cmath" 
	
	5
	9

	
	1
	1
	8
	
	
	
	5
	9
	
	
	
	5
	9


· On prend les deux nombres et on les soustrait.

· On prend les deux plus petits et on recommence.

· On s’arrête lorsque l’on obtient deux nombres égaux.


Propriété :



Le plus grand diviseur commun est le dernier reste non nul dans la succession des différences de l’algorithme.

b. l’algorithme d’Euclide.



Pour déterminer PGCD(252 ; 360) :

· Effectuer la division euclidienne du plus grand des deux nombres par le plus petit :

	
	3
	6
	0
	2 5 2

	-
	2
	5
	2
	1

	
	1
	0
	8
	


· Effectuer la division euclidienne du diviseur par le reste de la division précédente, jusqu’à ce que le reste de la division soit égal à 0.

	
	2
	5
	2
	1 0 8

	-
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	1
	6
	2

	
	
	3
	6
	


	
	1
	0
	8
	3 6

	-
	1
	0
	8
	3

	
	
	
	0
	



Propriété :



Le plus grand diviseur commun est le dernier reste non nul dans la succession des divisions euclidiennes de l’algorithme d’Euclide.


On peut aussi schématiser l’algorithme ainsi :

360 = 252(1 + 108

252 = 108(2 + 36
108 = 36(3
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