FONCTION EXPONENTIELLE

Partie 1 : Introduction de la fonction exponentielle

1) Définition

Propriété et définition : Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f' = f et
f(0) = 1. Cette fonction s’appelle fonction exponentielle et se note exp.

‘ Conséquence : exp(0) =1 ‘

Avec la calculatrice, il est possible d'observer I'allure de la courbe
représentative de la fonction exponentielle :

Remargue : On verra plus bas que la fonction exponentielle est ——==‘”'J/
croissante. Mais sa croissance est trés rapide, ainsi exp(21) dépasse

le milliard.

Pour des valeurs de x de plus en plus grandes, la fonction exponentielle prend des valeurs de
plus en plus grandes.

‘ Propriété : La fonction exponentielle est strictement positive sur R.

2) Variations et courbe

Par définition de la fonction exp, on a:

‘ Propriété : La fonction exponentielle est dérivable sur R et (exp(x))’ = exp(x) ‘

‘ Propriété : La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. ‘

‘ Démonstration : (exp(x))’ > 0 car (exp(x))’" = exp(x) > 0. ‘

3) Propriétés



Théoréme : exp(x + y) = exp(x) exp(y)

Remargue : Cette formule permet de transformer une somme en produit et
réciproquement. On I'appelle relation fonctionnelle.

Corollaires :
1
—x) = —x)=1
a) exp(—x) oxp ou encore exp(x) exp(—x)
exp(x)
b) exp(x —y) = exp(7)

c) exp(nx) = (expx)™ avecn € N

Démonstrationduaetb:
a) exp(x) exp(—x) = exp(x —x) = exp(0) =1

b) exp(x — y) = exp(x + (—y))
1 exp(x)

exp(y) exp(y)

= exp(x) exp(—y) = exp(x)

Partie 2 : Le nombre e

1) Le nombre e

Notation : L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e.
Onaainsiexp(l) =e

Remargue : Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e.

E‘i
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Notation nouvelle :
exp(x) = exp(x X 1) = (exp 1)* = e*

Notation : On note pour tout x réel, exp x = e*

Dans la suite, on utiliser la notation e* pour désigner la fonction
exponentielle.

2) Propriétés

Avec cette nouvelle notation, on peut ainsi résumer |I'ensemble des propriétés de la fonction

exponentielle :




Propriétés :
ecl=1etel=e¢
ec* >0
X+ X xX— ex —-X 1 xyn nx
o XY = e¥Xe¥ eX ™V =— e ¥ =— (e*)™ = e™, avecn € N.
ey e*

Méthode : Simplifier les écritures

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

7 p—4
e’xe
A=—Tt— B=(e®)®xe3
e
-1 3
1 (e NG
Correction
e’xe™* 1 (e‘*)_1 (er)3
e (e™3) e?xe e3X+1lyp—x—1
_ — ,5%(-6) -3
~ o7 4 e xXe 1 e4_><(_1) e2XxX3
e~> — e 30 x g3 T o—3x2 + 026 T e3x+1-x-1
3 _
e — o—30-3 1 s o4 e6%
- _5 = - _— =
e -6 —4 2x
_ o33 e e e
_ ,3-(-5 _
= 3-(=5) —eb+1 — pbx—2x
= 38 — e4x
3) Equations et inéquations contenant des exponentielles
Propriétés :

aJe=el <= a=b»
b)e* <el & a<b

Méthode : Résoudre une équation ou une inéquation contenant des exponentielles
/ / . 2_ —

a) Résoudre dans R I'équation e* 3 — e 2% = (.

b) Résoudre dans R I'inéquation e**~1 > 1.

Correction

2_ -
a)e¥ 3 —e =9




ex2—3=e—2x

x*—3=-2x

x242x—-3=0
A=2?>—-4x1x(-3)=16

-2-V16 -2+V16
Doncx =———=-3oux=—-=1
2X1 2X1
S={-3; 1}.
b)e** 1 >1
g1 > o0
4x—-—1=20
1
X ==
* 1
s=[7:+|

Partie 3 : Etude de la fonction exponentielle

1) Dérivabilité

‘ Propriété : La fonction exponentielle est dérivable sur R et (e*)’ = e*

Méthode : Dériver une fonction exponentielle

Dériver les fonctions suivantes :
X

a) f(x) = 4x — 3e* b)g(x) = (x —1)e* c)h(x) = e?

Correction
a)f'(x) =4—3e*

b) g(x) = (x — De* = u(x)v(x)

Avecu(x)=x—1- u'(x) =1
v(x) =e* - v'(x) =e*

g'(x) =u' ()v(x) + u()v'(x)
=1xe*+ (x—1)e*
=e* +xe¥ —e”*

= xe*
o) h(x) = e; = %

Avec i u(x) =e* - u'(x) =e*
vx)=x - v(x)=1




B (x) = u’(x)v(xj(;)z;(x)v’(x)
_e¥xx—e¥*x1
=

xe*—e*

%2
e*(x—1)

x2

2) Variations et courbe de la fonction exponentielle

‘ Propriété : La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

(e*)’ +

Méthode : Etudier une fonction exponentielle

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)e”.

a) Calculer la dérivée de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c) Déterminer une équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

d) Tracer la courbe représentative de la fonction f en s'aidant de la calculatrice.

Correction

a) f(x) = (x+De* =u(x)v(x)
Avecu(x)=x+1 - u'(x) =1
v(x) =e* - v'(x) =e*

f1(x) =uw(@)v(x) + ulx)v'(x)
=1xe*+ (x+1)e*
=e* +xe*+e*
= 2e* + xe*
= e*(2+x) <« Factoriser f'(x) permet d’étudier son signe a la question b.




b) Comme e* > 0, f'(x) est du signe de x + 2.
On commence par résoudre |'équation x + 2 = 0.
Soit : x = —2.

La fonction x = x 4+ 2 est une fonction affine représentée par une droite dont le coefficient
directeur 1 est positif.

Donc la fonction x = x + 2 est croissante. Elle est donc d’abord négative (avant x = —2)
puis positive (aprés x = —2).

On dresse le tableau de variations :

X
e - 0o+
o | B _—

f(=2)=(-2+1)e 2 =—e"2

) f(0)=0+1e’=1
f'(0)=(0+2)e’=2
Une équation de la tangente a la courbe en 0 est donc:y = f'(0)(x — 0) + f(0), soit :
y=2x+1

d)

Partie 4 : Fonctions de la forme t — ekt

1) Dérivabilité



Propriété :
La fonction f définie par f(t) = et est dérivable sur Ret f'(t) = ket.

Démonstration :

On rappelle que la dérivée d’une fonction composée t — g(at + b) est
t — ag'(at + b).

En considérant g(t) = e, a =keth = 0,ona: (k) = kek.

Méthode : Dériver une fonction du type t +— ekt
Dériver les fonctions suivantes :

4
a) f(t) = 5e73¢ b) g(t) =te™t c) h(t) = :

Correction
a) f'(t) =5x% (—=3)e 3t = —15e73t

b) g(t) = te™t = u(t)v(t)
Avec:u(t) =t - u'(t) =1
vit) =et - v (t)=—et

g'@®) =u' @®v() + u()v'(t)
=1xet+t(—e™®
=e

4
c) h(t) = ; =4et
() =4x(-1Det=—4et

2) Variations et courbe

Propriété :
Sik > 0 :lafonction t — ekt est strictement croissante.
Sik < 0:lafonction t — ekt est strictement décroissante.

Démonstration :

Ona: (ekt) = kekt

Or, e*t > 0 pour tout réel t et tout entier relatif k non nul.

Donc le signe de la dérivée t +— ke*t dépend du signe de k.

Si k > 0 alors la dérivée est strictement positive est donc la fonction t — e
strictement croissante.

Si k < 0 alors la dérivée est strictement négative est donc la fonctiont — e
strictement décroissante.

kt ast

kt ast




t— et

Méthode : Etudier une fonction t — ekt dans une situation concréte

Par suite d’une infection, le nombre de bactéries contenues dans un organisme en fonction
du temps (en heures) peut étre modélisé par la fonction f définie sur [0 ; 10]
et telle que f'(t) = 0,141 (t).

1) Montrer que la fonction f définie sur [0 ; 10] par f(t) = Ae®*t convient.
2) On suppose que f(0) = 50000. Déterminer A.
3) Déterminer les variations de f sur [0 ; 10].
4) a) A l'aide de la calculatrice, donner un arrondi au millier prés du nombre de bactéries
apres 3h puis 5h30.

b) A I'aide de la calculatrice, déterminer au bout de combien de temps le nombre de
bactéries a-t-il doublé. Arrondir a I’heure pres.

Correction

1) f/(t) = A x 0,144 = 0,14 x Ae®14 = 0,141 (t).
La fonction f définie sur [0 ; 10] par f(t) = Ae®1* vérifient bien I'égalité
f'(t) = 0,14f(t) donc elle convient.

2) £(0) = Ae%1**0 = Ae0 = A.
Donc, si f(0) = 50000, 0na:A = 50000.
Une expression de la fonction f est donc : f(t) = 5000014t

0,14t

3) Comme k = 0,14 > 0, on en déduit que la fonction x — e est strictement croissante

sur [0; 10]. Il en est de méme pour la fonction f.

4)a) f(3) = 50000 e%**3 =50 000 e%*? ~ 76 000
f(5,5) = 50 000 e%14*>5 = 50 000 %77 ~ 108 000

Apres 3h, I'organisme contient environ 76 000 bactéries.



Apres 5h30, I'organisme contient environ 108 000 bactéries.

b) Le nombre de bactéries a doublé a partir de 100 000 bactéries, soit au bout d'environ
5h.

X Y1
4.89 | 99149
4.9 99288
491 | 99427
4.92 | 99566
4.93 | 99706
4.9y | 99845
495 | 99935

KT 100125
4.97 | 100266
498 | 100406
499 | 100547

Partie 5 : Exponentielle et suite géométrique

Propriété : Pour tout réel a, ona: e™® = (e®)"
La suite (e™®) est une suite géométrique de raison e?.

Méthode : Déterminer une suite géométrique comprenant une exponentielle

1) Dans chaque cas, déterminer la raison et le premier terme de la suite géométrique dont le

terme général est :
n

a)u, =e*" b) u, = 2e~3" c)u, = —es d)u, = e?n1
1
2) a) Déterminer une expression en fonction de n de la suite gé¢ométrique de raison Z et de

premier terme 3.
b) Donner les variations de cette suite.

Correction

On rappelle qu’une suite géométrique de raison g et de premier terme 1, a pour terme
général : u,, = uyq™.

1) a)u, =e*® = 1(e")™

(uy,) est une suite géométrique de raison e et de premier terme 1.
b)u, =2e 3" =2(e )"

(u,,) est une suite géométrique de raison e > et de premier terme 2.
n

cu, = —eg =(-1) (e&)

(u,,) est une suite géométrique de raison e3 et de premier terme —1.



1
d)un - eZn—l — eZne—l — e—l(eZ)n zz (QZ)n

1
(u,,) est une suite géométrique de raison e? et de premier terme —.
e
. 7 7 . . 1 .
2) a) (u,) est suite géométrique de raison z et de premier terme 3, donc:
1 " —-1\n -n
un=3(g) =3(e™ )" =3e™

. . 1 ) .
b) La raison de la suite est telle que 0 < - < 1, donc la suite est décroissante.

10



