1. Etude des fonctions affines

Définition.

Toute fonction du type f(x) = ax + b ol a et b sont des réels donnés est appelée fonction affine.
Sia =0 alors f(x) = b est une fonction constante.
Si b =0 alors f(x) = ax est une fonction linéaire.

Propriété.

La fonction affine f(x) = ax + b est représentée graphiquement par la droite d’équation y = ax + b qui n’est pas paralléle a
I’axe des ordonnées.

a est le coefficient directeur et b I’ordonnée a I’origine.

Exemple. ’
Tracer les représentations graphiques des Ay
fonctions :
f(x) =2x—1etg(x) =—0,5x + 3.
o : Ax
a est le coefficient directeur soit le rapport entre la
différence entre les ordonnées Ay et la différence :
entre les abscisses Ax.
b est I’ordonnée a I’origine, la droite passe par le J
point de coordonnées (0,b). .

Propriété.
Si f'est une fonction linéaire alors I’image f(x) = ax et son antécédent x sont proportionnels.
Si f'est une fonction affine alors I’accroissement des images est proportionnel a I’accroissement des antécédents.

Démonstration.

Entre les points distincts de coordonnées (x1 i (xl)) et (x2 i f (xz)) I’accroissement des abscisses est x, — x; et celui des
(x2)—f(x1) axp,+b—ax;—b a(xy—x1) .
fl2)—fx1) _ axz 17b _ 27%1) _ aily

X2—X1 X2—X1 X2—X1
a donc proportionnalité mais en plus nous venons de trouver un moyen de déterminer le coefficient directeur d’une droite en

connaissant les coordonnées de deux de ses points

ordonnées est : f(x;) — f(x;) donc le quotient de ces deux accroissements est

Conséquence.
Soit x; et x,, deux réels distincts et f'une fonction affine telle que f(x) = ax + b alors le coefficient directeur a est a =
FEDTE0 ot £ () = alx = x1) + f ()

X2—X1

Démonstration.
Pour la premiére formule, consulter la démonstration précédente

Six=xg alors f(x) = f(x;) etalx —x;) + f(x1) = alx; —x) + f(x1) = f(xq)
Six=%#x alors%ﬁxl) =a@fX)—fl)=ax—x) @ fx)=ax—x) + f(x)

Donc I’égalité est vraie pour tout Xx.

Exemple.
Soit f'1a fonction affine telle que f(2) = 5 et f(5) = 11. Déterminer I’expression algébrique de f.
a:%:}i:Zetf(X)=2(x—2)+5=2x_4+5=2x+1.

Détermination algébrique de ’équation d’une droite connaissant deux points.
Dans un repére (0,7,7) du plan, A(xa ; ya) €t B(xg ; ys).

Le coefficient directeur de la droite (AB) est a = %
BTXA
y

L’équation réduite de la droite (AB) est y = ﬁ (x —xp) + ya.
o

Exemple.
2

AQ3)etB(52) y = (x—2)+3="x+-+3="x+=
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Théoréme. Tableau de variations.
Soit une fonction affine f(x) = ax + b
Sia > 0, fest strictement croissante Sia <0, fest strictement décroissante

X —0 +a0 X —00 +ao0

| fo| T T

Théoréme. Tableau de signe.

La fonction f(x) = ax + b s’annule pour x = — S sia#0
. X —w —b/a +oo
R 70 S ]
e Sia<0, X -0 —b/a i
fx) + 0 _

II. Les droites

Propriété.
L’équation ax + By = y (avec a et § non nuls simultanément) est I’équation d’une droite du plan, appelé équation générale.
L’équation y = ax + b ou x = c est I’équation d’une droite du plan, appelé équation réduite.

Remarque.
Chaque droite a une unique équation réduite, mais une infinité d’équations générales qui sont proportionnelles.

Les différentes droites :

e X = c est une droite verticale. Ce n’est pas la représentation graphique d’une fonction affine.
e y = b est une droite horizontale. C’est la représentation graphique d’une fonction constante.
e y = ax + b estune droite oblique. C’est la représentation graphique d’une fonction affine.

Exemples.
Donner 1’équation réduite de I’équation 3x — 2y = 8.

Donner une équation générale de la droite d’équation y = — %x + %.
Tracer les droites y = 2x — 1,y = —3x+4 ety = 2x + 2

Propriétés.
Deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont méme coefficient directeur ou elles sont verticales.

Propriétés.
La droite ax + By = y admet pour vecteur directeur le vecteur U ( _B a). Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs sont colinéaires.

Exemple.
3

°)
)

,donc ¥ = 21 i.e. les droites sont paralléles.

2x + 3y = 4 admet pour vecteur directeur U (

4x + 6y = 7 admet pour vecteur directeur ¥ (_ 4

II1. Systémes d’équations

00 Résolution algébrique.

) , o L (2x+y=1
a) Résoudre par la méthode de substitution le systéme : {Sx +2y =4
y=1-2x y=1-2x y=-3
{5x+2(1—2x)=4 {x+2=4 < {x=2

La solution est (2,-3).
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3x+2y=1 L,

4x+5y=6 L,

12x+8y =4 4x1L, —7y=-14 4xL;—3X%xL, y=2
{—12x — 15y =-18 (-3)x L, {3x +2y=1 L, < {

La solution est (—1,2).

b) Résoudre par la méthode de combinaison le systéme : {

[ Résolution graphique.

//.

2x+y=1

S5x +2y =4

Résoudre graphiquement le systéme revient a déterminer les coordonnées
(x,y) du point d’intersection des deux droites d’équation 2x + y = 1 et

a) Résoudre graphiquement le systéme : {

o

5x+2y=4s0ity=1—2xety=2—§x

Lorsque les deux droites sont sécantes, le systéme posséde une unique
solution.

2x+4y =6

b) Résoudre graphiquement le systéme : {

3x +6y =12 4
Nous cherchons les coordonnées (x,y) du point d’intersection des deux 2
droites 2x + 4y = 6 et 3x + 6y = 12 soit y =%—§xety =2 —%x. 3

Lorsque les deux droites sont strictement paralléles, le systéme ne
posséde aucune solution. 3

3x+9y =6 i 3
4x +12y =8 B
Nous cherchons les coordonnées (x,y) du point d’intersection des deux
droites 3x + 9y = 6 et 4x + 12y = 8 soit y =§—§xety =§—§x.

¢) Résoudre graphiquement le systéme : {

Lorsque les deux droites sont confondues, le systéme posséde une infinité de solutions.

IV. La fonction carrée x — x°

Définition.
La fonction carrée est définie sur R par f:x = x2.

Propriété. Sens de variation
La fonction carrée f(x) = x? est croissante sur [0,+oo[ et décroissante sur ]—0,0].

X | —o0 0 +00

(x) = x2 \ /
f 0
Démonstration.

f(a) — f(b) = a® = b*> = (a — b)(a + b)
*si0<a<balorsa—b<0eta+b > 0donc (a—b)(a+b) <0etdonc f(a) < f(b), fest donc croissante sur R,
*sia<b<O0alorsa—b<0eta+b < 0donc (a—b)(a+b) > 0etdonc f(a) > f(b), fest donc décroissante sur R_.

Définition. Parité d’une fonction.
Une fonction est paire lorsque pour tout xeD;, —xeDyet f(—x) = f(x)
Une fonction est impaire lorsque pour tout xeD;, —xeDyet f(—x) = —f(x)

Propriété.
Une fonction est paire <> sa courbe représentative admet 1’axe des ordonnées pour axe de symétrie.
Une fonction est impaire <> sa courbe représentative admet 1’origine pour centre de symétrie.

Exemples.

1. f(x) = x? définie sur R.
f(=x) = (—x)? = x2, la fonction carrée est paire, sa courbe est donc symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.
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2. g(x) = x3 définie sur R.
g(—x) = (—x)® = —x3 = —g(x), la fonction cube est impaire, sa courbe est donc symétrique par rapport a I’origine.

3. h(x) = 2x + 1 définie sur R.
h(—x) =2 X (—x) +1 = —2x+ 1 # th(x), la fonction 4 n’est ni paire, ni impaire.

Tableau de valeurs. x |-2,5]-2]|-1,5|-1[-0,5/0] 0,5 |1]1,5|2]25

Sx) ;
Courbe. i
La fonction carrée est représentée par une parabole d’équation y = x2. 5

o
Exemple. 3t
Résoudre graphiquement x* < 0,25 puis x% > 0,5. N
Propriété 1
Une fonction de la forme f(x) fba x>+ b x + ¢ (polyndme du second degré) admet un extremum au [ —t—t
point de la courbe d’abscisse 7a > St extrémum est un minimum si a est positif, un maximum mil
dans le cas contraire.
. , . -b , .
La droite d’équation x = 5. ost I’axe de symétrie de la courbe.
V. La fonction inverse x — 1/x
Définition.
La fonction inverse est définie sur R* = ]—o0,0[U]0,+oo[ par f:x = i
Propriété. Sens de variation
La fonction inverse f(x) = i est décroissante sur ]—,0[ et décroissante sur ]0,+oo[.
X | —o0 0 +o0
1
f(X) = ; \ \
Démonstration.
@ ) 1 1 b—-a
a) — ==
f L. f , a b ab
*si0<a<balors b—a>0etab >0 donc = a%)a > 0 et donc f(a) > f(b), fest donc décroissante sur ]0,+oo[
. b- X —

*sia<b<O0alorsb—a>0etab >0 donc % - % = a—ba > 0 etdonc f(a) > f(b), fest donc décroissante sur ]—o0,0[.
Parité de la fonction inverse.
fl—x) = _ix = —f(x), la fonction inverse est impaire, sa courbe est donc symétrique par rapport a 1’origine.

Tableau de valeurs. x | =5 4 | 3]-2]|-1]0)1]2 ]3| 45 . |
) [0.2]-025 | -1/3[0.5| -1 | X|1]0,5|1/3]0,25 |02

Courbe.
La fonction inverse est représentée par une hyperbole d’équation y =

R

0 est une valeur interdite, il n’y a donc pas de point d’abscisse 0 sur la courbe.

Définition
Une fonction f définie par f(x) = % avec c¢#0, est appelée fonction homographique.
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