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Equations différentielles - Correction

Exercice 1.

Ly =2y & y' —2y=020="2=_2 uneprimitive est G(t) = —2t.
Les solutions de I’ED sont y(t) = ke?* avec keP.

»2.y(0) =1doncy(0) =1=k.

La solution vérifiant la condition initiale est donc y(t) = e?¢ sur P.

Exercice 2.
» 1. L’équation caractéristique est 72 + 4 = 0. Le discriminantest A = 02 — 4 x 4 =
—-16 < 0.

_ —4i _

L’€équation possede donc deux racines complexes conjuguées : ) = — = —2i et r, = 2.

La solution générale de I’ED est alorsy(t) = (Acos(Zt) + usin(Zt))eO = Acos(2t) +
usin(2t) ou A€P et peP.

» 2. Déterminer la solution de y" + 4y = 0 telle que y(m) = 3 et y'(m) = 2.

y(m) = 3 = Acos(2m) + psin(2m) = Adonc A = 3

y(t) = 3cos(2t) + psin(2t) donc y'(t) = —6sin(2t) + 2ucos(2t)

y'(m) = 2 = —6sin(2m) + 2pcos(2m) = 2pdonc p = 1.

La solution vérifiant les conditions initiales est y(t) = 3cos(2t) + sin(2t).

Exercice 3.
>1. % = % = 2, une primitive est G(t) = 2t. Les solutions sont y,(t) = ke~2¢ avec keP.

»2 a)g(x) =ax+b,g'(x) =a.
g est solution de (E) donc g'(x) + 2g(x) = xsoita+ 2(ax+b)=x & 2ax+a+
2b =x

e (2 =1 1l 1 =1,_1 i
Par identification, {a+ 2b =0 donca = > eth = Z donc g(x) = X =+ est une solution
particuliére de (E).
b) Les solutions de (E) sont donc y(x) = y,(x) + g(x) = ke™* + %x - % avec keP.
5

c)y(0)=1don0y(0)=k—%=1donck=1+%=z.

La solution vérifiant la condition initiale est donc y(x) = %e‘zx + %x - % sur P.

Exercice 4.
bt _

» 1. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est y' —y = 0. b= _Tl =—1, une

primitive est G(t) = —t. Les solutions de I'ED sont y () = ke’ avec keP.
»2 a)g(x) = —x?—x,g(x)=—-2x—1donc g’'(x) —g(x) = —2x — 1 —
(—x*—x)=x*—x—1.
Donc g(x) = —x? — x est une solution particuliére de (E).
b) Les solutions de (E) sont les fonctions y(x) = yo(x) + g(x) = ke* — x? — x,
keP.
3. f(0)=ke®—02—-0=1=k
La solution vérifiant la condition initiale est donc f(x) = e* — x? — x sur P.
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Exercice 5.

» 1. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est y' + xy = 0. Zﬁ—ﬁ =1=x,une

x2
primitive est G(x) = xZ_Z Les solutions de I’ED sont y,(x) = ke z avec keP.
»2 a) h(x) = (ax + b)e ™ est solution de (E) or h'(x) = ae™ — (ax + b)e™ =
(—ax +a—b)e *donc h'(x) + xh(x) = x%e™.
h'(x)+xh(x) = (—ax+a—Db)e ™™ + x(ax + b)e™ = [ax? + (b — a)x + a — b]le™
— x2p%
On en déduitque a = 1 et b = 1 donc h(x) = (x + 1)e™* est une solution particuliere de

(E).

2

b) La solution générale de (E) est y(x) = yo(x) + h(x) = ke‘x? + (x + 1)e™*,

keP.
»3.f(0) =ke®+(0+1)e®=1=k+1donck=0
La solution vérifiant la condition initiale est donc f(x) = (x + 1)e™* sur P.
Exercice 6.
., . .~y . \ ey a / _ by 1 _
» 1. L’équation différentielle homogene associ¢e a (E) est y' +y = 0. % =1=1,une

primitive est G(x) = x. Les solutions de I’ED sont y,(x) = ke avec keP.
»2. h(x) = k(x)e™™ est solutionde (E) or h'(x) = k'(x)e™ — k(x)e™ = (k’(x) —
Axe—xdonc A x—kre—x+ kve—r=H# re—r=11+er.

ex

k'(x) = —— une primitive est k(x) = In(1 + e*), donc h(x) = In(1 + e*)e™ est une

solution particuliere de (E).

» 3. La solution générale de (E) est y(x) = yo(x) + h(x) = [k + In(1 + e*)]e™*, keP.

»4.f(0)=[k+In(1+e%)]e®=1+1In2 =k +In2donck =1

La solution vérifiant la condition initiale est donc f(x) = [1 + In(1 + e*)]e™
sur P.

Exercice 7.
» 1. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est y'' + 2y’ + y = 0, son équation

caractéristique estr2+2r+1=0.A=22—-4=0,r = _72 = —1 est une solution double.

Les solutions sont y,(t) = (At + we~t avec AeP et ueP.

»2.g(x) =2x%e™™, g'(x) = 4xe™ — 2x%e ™ = (4x — 2x%)e ™ et g"'(x) =

(4 —4x)e ™ — (4x — 2x%)e™ = (4 — 8x + 2x%)e ™ donc g"'(x) + 29’ (x) + g(x) =
(4 —8x + 2x%)e ™ + 2(4x — 2x%?)e ™ + 2x%e™* = 4e~* donc g est une solution parti-
culiére de (E).

» 3. La solution générale de (E) est y(x) = y,(x) + h(x) = (2x? + Ax + p)e ™, heP et
peP.

»4. f(0)=4=pdonc f(x) = 2x2+Ax +4)e Xetf'(x) =(—2x*+ (4 —Nx+A—
4e—x

ff(0)=1=A—4doncA =5
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La solution vérifiant la condition initiale est donc f(x) = (2x? + 5x + 4)e™™
sur P.

Exercice 8.

» 1. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est y'' — 3y’ + 2y = 0, son équa-

tion caractéristique est 72 —3r+2=0.A= (-3)?—4x2=9-8 =1, il yadeuxra-
3—-1

cinesry =371 =1etr, =31 =2. Les solutions sont y,t) = Aet + pe2 avec AeP et peP.

»2.g(x) =ax?+bx+c, g'(x) =2ax+bet g’'(x) =2adonc g”"(x) —3g'(x) +

29(x) = 2ax? + (—6a + 2b)x + 2a — 3b + 2c = 8x? — 24x,donca =4, b = 0 et

¢ = —4 donc g(x) = 4x? — 4 est une solution particuliére de (E).

» 3. La solution générale de (E) est y(x) = yo(x) + h(x) = Ae* + pe?* + 4x2 — 4 avec

AeP et ueP.

P4.f(0)=0=A+pn—4, f(x) =Ae* + pe?* + 4x? — 4 et f'(x) = Ae* + 2pe?* + 8x
F£(0)=0=2A+2p

{7\+u=4 o {7\=4—u o {1:8

A+2p=0 4+pn=0 p=-—4
La solution vérifiant la condition initiale est f(x) = 8e* — 4e?* + 4x? — 4 sur
P.
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