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Les nombres complexes, correction

Exercice 1.
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
z;=1+)1-2)=1-2i+i+2=3-1i 7, =3i(2-0)=3-6i z3=i(1+i)?=ix2i=-2

mi_1_ i _ 1t i U LRV L) B — b b7
24_7_2_;_7(1-‘_1) e o Tt Z6 T T 7474 s0
Exercice 2.

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
7, = (54+4i)(=2—-3i))=-10—15i —8i + 12 = 2 — 23i

4i+2 4i+2  —-3-20 _ —12i-6+8-4i _ 2-16i 1+i\? | 3+6i 2i 3460 _ 3+8i
22: - = ‘)( - = = , 23:(—') - = - - = -

—3-!‘-1?[1 —3+2i —-3-2i 13 13 2—i 3—-4i 3-4i 3-4i 3—-4i
7, =4e'3 =14 (cos (g) + isin (g)) =2 +i2v/3.

Exercice 3.
Mettre sous forme polaire les nombres complexes suivants :
LTC . .U AT
2, =3+3i=3(1+10) =3 x2Ze's, 2, = —1—+/3i = —2(§+§) = 2eime’s = 2¢'3
A md i 2T — _ in
Zz=—Ii=e'M-e2=-¢ 2, Zy = —2 = 2e'™.

3 3 3

Exercice 4.
Mettre sous forme polaire les nombres complexes suivants :

LT LT
== 2o 2, =3 +3i = 23 (3 +12) = 2v3e’5,

11 7.0 2 2

i\ 2 & . V3.1 iz
7y =7,% = 94) =e" z4=—\/5—1\/§=2\/§(—7—15)=2\/§e 6.
Exercice 5.
g = (\/§+1+(1—\/§)i)12 _ (\/§+1+(1—\/§)i % 1_4-1)12 _ (\/§+1+(1—\/§)i+(\/§+1)i—(1—x/§))12 _ (2\/§+2i)12
1-i 1-i 1+i 2 2

1y 12

= (Ze‘E) = 4096e™*™ = 4096.

Exercice 6.
1. les points d’affixes ™, e'z, ez on pour coordonnées respectives (-1 ;0), (0 ;1), et (0 ;-1).

im
S =M g2Im 4 pim = _1 2 — 1= —4ainsi k est bien un réel.
e 2

2.k=e%—e2i"+

Exercice 7.
On consideére la fonction a valeurs complexes, définie pour tout réel 0 de 10;x[ par £(8) = e®® — 1.

.0 .—0
.0 .0 .—6 .0 5 _ 5 .0 .U (0 T
i 4 o i i jioosfe2me 2\ o, s . (8) (B i+
1. f(0) =e¢' 1—€2<€2 €2>—€221< P> )—eZZezsm(z)—Zsm(z)e(z 2)

2. forme polaire forme trigonométrique
£(5)=2sin(5)e ) = 25in (5) " £(5) = 2sin(5) (cos (5) + 15in ()
Remarque : vuque e’z = i

£ (3) = 2sin (§) (icos (5) - sin(5))
= —2sin? (g) + i2sin (g) cos (g
forme algébrique

— o0 _ T ooy =2 V2 oV2 N
f® =e 1d0ncf(4)—e4 1=2+is—1=——1+i

2

» 3. En déduire cosg et sing.

On a par identification d’apres le 2 :
C2 (M _ V2 0 (T T _ V2
—2sin (g) =7 1 et 2sin (8) cos (8) =

2

. (T _ [2=V2 _ V22 . T\ _ V2 . 2=V2\ _ V2 1| 2 1 2 242 1 [2(2+V2)
DOHCSIH(E)— /—4 = et donc : Cos(g)— > .(2—2 )_2—2—\/5_2 /—z_ﬁ—z\/—z_ﬁxﬂﬁ—z\/ >

242

2
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Exercice 8.

(O,u,?) est un repére orthonormal du plan complexe.

1. Placer les points My , M, , M3 , My, Ms, Mg d’affixes respectives
T

iZ i 1 3% L 1 in
Zy=e3,Z;=€ 2,Z3=-€ 6,7, =€ *,Zg= e, Zg =
1 L1171
PEL
2 T
2. a) Des informations de 1’énoncé on peut déduire que arg(d)= "
3T

arg(c)=% +m = =%, arg(g)= ="

Par lecture graphique on a : arg(a) :2?“ , arg(b) :_TZ“ et arg(f) :g
Les modules étant triviaux on aura donc

2T 2T 1 5" iZ
a=le s b=1e3 c=jes d=1le"

f:%eig g= 1 e_is?ﬂ
Donner la forme polaire des affixes a, b, ¢, d, f, g des points A, B, C,
D, F,G.

13 Iz
b)b===i% =% %
V2 | 2 .1

!

Exercice 9.
En utilisant les formules d’Euler, linéariser cos?t et sin?t.
. 2 . .
lt+ —it th+2+ —i2t 1 1
cos?t = (e ° ) =2 S =4 Zcos(20)
2 /. 4 2 2
_ it_g—it ei2t_pip=i2t 1 _q
sin’t = ( : ) = = >+ —cos(2t)
21 —4 2 2
Exercice 10.
. eiZt_2+e—i2t eit+e—it ei3t+eit_zeit_ze—it+e—it+e—3it ei3t+e—3it_ eit+eit 1 1
P(t) = sin®tcost = X = = £ ) = Lcos(t) — 2cos (30).
—4 2 -8 -8 4 4
Exercice 11.

Linéariser les polyndmes trigonométriques suivants et calculer leurs primitives sur P :

. ei2t+2+e—i2t eit+e—it ei3t+eit+26it+26—it+e—it+e—3it ei3t+e—3it+3(eit+eit) 3 1
f1(x) = cos?xsinx= ~ X——= = . = - cos(t) + 7 cos (3t).

it_ ,—it ji2t_ ,—i2t i3t_ ,—it_ it i3t
x) = sinxsin2x = < e ¢ e =g ¢ —ete lcos t —lcos 3t),
2 2 2 2

21
elt_g—it oi3t ,—i3t _ eldt p—i2t_pi2t_,—i4t

(x) = sinxcos3x = = lsin(4t) — lsin(Zt).
3 2 2

2i 2 - 40

Exercice 12.
1. Développer (a + b)? = a® + 3a®b + 3ab® + b?

. .3 . . . .
eltteit el3ti3elt13e il 38 1 3
2. cos3t = ( . ) = . = - cos(3t) +cos ()
. .3 . . . .
. elt_e-it eBBt_3elt ge~it_p—i3t g 3 .
sin3t = ( : ) = : = —sin(3t) +=sin (t) .
21 —8i 4 4

Exercice 13.
ip_,—ip 4@ _,—i4¢@ -
f1(@) = singsin4dp = g« =2 == 71cos(5(p) + %cos(3<p)

2i 2i
sin(7x)+2 sin(3t)—sin (t)

fo(x) = cos?(2x)sin(3x) =

f3(t) = cos(3t)cos(4t) = M

Exercice 14.

1.z2-5z+9=0 A=(-5)%-4x1x9=-11  doncz =5—12m otz = ST
2.22—4z+1=0 A=—14 donc21=4‘im etzz=4+im

2
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3.2z2—-6z+5=0 A=—-4 doncz1=¥=37_ietzz=¥=37+i

4.4z +4z4+1=0 A=0 doncz=—==

Exercice 15.

Résoudre les équations suivantes dans C :

1.2246z+34=0 A=-100 doncz; = =—"2 = —3 —5i etz, = == 3 +5i
2.22—4z+8=0 A=-16 donczy =" =2 —2i etz, =% =2 - 2i
3.922 —12z+4 =0 A =108 = (6v3)’ donc z; = o0 = 408 gy 5, - 120D _ 445
4.222—7+1=0 A=-3 donc z; = 0 et 7, = £

Exercice 16.

Factoriser les polyndmes suivants et déterminer leurs racines dans C :

1. i) =2z2+1 fie) =0 2=-1z=iouz=-i

2. f,(z2) = -2z -z f2(z) =0 -z(z+1)=0© z=00uz=-1

3. f3(2) =—-z2+1 fs(z)=0&®22=1®z=1o0uz=-1

4. f,(z) = -z -1 fa(z2)=0®&22=-1z=iouz=-i

Exercice 17.

Résoudre les équations suivantes dans C :
1.4ZZ=3¢>ZZ=E<:>2=ﬁ OUZ=—§
4 4 2
_ 2
2922 =-4®22=2w2=(i) ¢z=ilouz=—i’
9 3 3 3
3.22=2272-22=0®2(z-2)=0®z=00u 2=2
4.22=-5® & z=iV5 ouz=-iV5

Exercice 18. En électricité.

» 1. Somme de deux nombres complexes

On considére les nombres complexes z, = A,e'?, z, = A,e'?2 et z = Ae'® avec @ # - + km, keZ. On pose z = z; + 7.
a) on sait que z = z; + z, donc Ae’® = A e'®1 + A,e!®2 donc

Acos@ + iAsing = A;cos@, + iA;sing; + A,cos@, + iA,sing,

Acos@ = A;cos@; + A,cos@,

Asing = A;sing; + A,sing,

b) Exprimer A en fonction de Aj, A, et cos(@; — @;). Donner une expression de tang en fonction de A;, A; et de lignes
trigonométriques de ¢, et ..

A=|z|=|zy + 25| = \/(Alcoscpl + A,c050,)? + (A;sing, + A,sing;)?

=JA12c0s@;2 + 2A,c05Q;A,c05Q, + A,%c0s@,% + A 2sin@, % + 2A,;sin@; A,sing, + A,%sing,>

et donc par identification : {

=/ (A 2cos@,? + A %sin@, %) + (A,2c0sq,% + A,%sing,2) + 2A,c0s@1A,cos@, + 2A,sin@; A,sing,
:\/Alz + AZZ + 2A1A2COS((p1 - (.pz) CQFD

sin(g) _ Ajsin@;+A;sing,

Tan o = =
¢ cos(p) A1cos@1+Acos@y

» 2. Representation géométrique d 'une somme
Dans cette question, A; = 2, ¢, = ; A, =3, @, = %
a) Placer M1, My, M les points d’affixe complexes z;, z, €t z dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal (O,u,).

Déterminer approximativement la forme polaire de z.

J. | . | - A=A + A" + 2A,A,005(@1 — @)
- R =\/22+32+12COSG—£)
M XM =483

. ; | I Tan 0= Aqsin@q+Azsing; ~ 0,51
Ajicos@i+Azcos@,
T R . Donc o= 0,47rad
{ M,
— { { ; ; t

T o7 T34
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b) En remarquant que 1“—2 = E — g déterminer cos% et sin 1“—2 Calculer A et tang.

A:\/22+32+12cos(;—1ﬂ—2) :\/22+32+12cos(g): 22+32+12ﬁ:m
cos(2) = s (2 ) = cs(2) s (2)  sin () sin (8 = L4 21 528

() = 5 (5 = sin (5} o (£) o (o (£) = 56 - £

24302 4 Baa(VeVa) _ V236 _ VE+3VE TWI-36

Agsin@i+Aysing, 2—+3
A1C0S@Q1+A5COS@> 2‘/_+3\/—+\/— 4V2+3(V6+V2) ~ 7V2+3V6  7V2+3V6 7VZ-3V6
_ 14-3V12+21V12-54 _ 18V12-40 _ 36\/— 40 _ 9v3-10
- 44 T a7 a7 11

1 (9V3-10
Eto = tan”! (> )

ainsi: Tan ¢ =

» 3. Représentation de Fresnel

En électricité, on utilise fréquemment des fonctions sinusoidales de la forme t = Av/2sin(wt + ¢) ol A > 0 est la valeur efficace,

® > 0 la pulsation et ¢ la phase a I’origine.

Soit f; et f, deux fonctions sinusoidales de méme pulsation o >0 :

f1(®) = AjV2sin(wt + @,) et £, (t) = A,v/2sin(wt + @,).

On considére deux nombres complexes u; = A,e!@t+9D gt y, = A, el(@t+P2),

a)

Uy +u, = A, el@H0) 4 A pl(0t+92) — plot(A pi®1 4 A,ei®2) donc d’aprés la partie précédente on peut écrire u; + u, sous la
i - HIWECA LIPY = A pi(wE+e) - A= 2 2 — — A15inQ, +Azsing,

forme suivante : e'®*(Ae'?) = Ae avec : A \/Al + A,° + 2A,A5cos(@p, — @) et Tan @ A1cOs01 T Arc050s

Ainsi la somme de deux fonctions sinusoidales de méme pulsation  est une fonction sinusoidale de pulsation .

b) Un repére orthonormal du plan (O,u,7) étant choisi, la représentation de Fresnel de la fonction sinusoidale t — Av2sin(wt +
@ est le vecteur OM d’affixe z=Aesp. Soit f1/=22sinws+m4 et f27=32sinws—ml2.

Représenter les vecteurs de Fresnel de ces deux fonctions et leur vecteur somme. Calculer la phase a ’origine et la valeur efficace
de la somme de ces deux fonctions.

j’ai mis en rouge les représentation de fresnel des deux fonctions f; (t) et
R { bt f5(t) etenbleu celle de f;(t) +£,(t)

pour trouver la valeur efficace et la phase a 1’origine j’utilise les formules
découvertes lors de la partie précédente.

bt B b ASVAT T AT+ 2A,A,005(p, — 0p) et Tan g = gt Astnes
- Z\F V6—v2
4
13 + 12cos (g) etTan ¢ = W

_ _ 4V2-3(V6—v2) _ N‘ 3J’ _ 7V2-3V67V2-3V6 _
ASVI9eLTan @ = Z(emve) — warave - marave va-ave
98+42V12+54 _ 152+84V3
1 44 T 4

Bonus
f- -+ L Reprendre cette question pour f;(t) = 3v/2sin (wt + g) et f,(t) =

V8cos (u)t - 2—“)

3
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