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Chap 1. Les nombres complexes

I. L’ensemble des nombres complexes :

Définition.

On note i le nombre complexe tel que i* = —1.

L'ensemble des nombres complexes, notéC, est I'ensemble des expressions de la forme z = x+i y ou
(x,y)eR?. Le nombre réel x est appelé la partie réelle de z. Le nombre réel y est appelé la partie imagi-
naire de z.

Le nombre complexe Z = x — iyest appelé le complexe conjugué de z.

Le nombre réel positif |z| = /xz + y2est appelé le module du nombre complexe z.

La notation z = x + iy s’appelle la forme cartésienne ou encore forme algébrique du nombre complexe
z.

Remarque : En électricité, la lettre i désigne I’intensité du courant, on utilise alors la lettre j pour les
nombres complexes. On écrit z = a + jb avec j*= —1.

Exemple :
» 1. Mettre sous forme algébrique za+zg, ZazZg €t (ﬁ)2 ou za = 4-3i et zg = —2+7i. Calculer |z4| et |zg].

> 2. Mettre sous forme algébrique le nombre complexe ==,

2-3i (-3 —i) 2-3i—2i+3i® —1-5i
1+i d+oa-o 1—i2 2

Propriété.

Pour tout nombre complexe z, zZ = |z|?

Démonstration : Soit z = x + iy un nombre complexe quelconque, zzZ = (x + iy)(x — iy) = x? —
i2y2 =x2+y2 =220

Définition et propriéte.
Le plan étant rapporté au repére orthonormal (O,%, ¥), tout nombre complexe z = x + iy peut étre associé
soit au point M de coordonnées (x,y) soit au vecteur OMde coordonnées (;C,)

On dit alors que z = x + iy est I'affixe du point M(x,y) et du vecteur OM = x% + y¥.

Le module p de z représente la longueur entre O et M : p = OM = 7y

|z| = /x% + y2.
Un argument de z, que I’on note arg z, est une mesure en radian de v M
I’angle (ﬁ,OM). | //X
Soit 6 un argument de z, les autres arguments de z sont de la forme
0+2kr avec keZ.

<

\ 4

|

La notation z = p(cosB + isinB) = [p, 0] s’appelle la forme trigo-
nometrique du nombre complexe z.
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T
Rappel : 2, g
Angleg| o | T | I T | T Pl RN
nge 6 | 2|3 | 7 | S RN
cosf 1 g ‘/2_7 % 0 -1 / : :'\
o
T
sino | 0 | L | Y2 | V3] 1 | o . 10,
2 2 2
Exemple : Déterminer la forme trigonométrique du nombre \\ //
z=—2+2iV3. N\ /
- \\ //
Calcul du module ; |z| = J(—Z)Z + (Zﬁ) =J4+12=4
Doncz = 4(_—1+£)
2 2
Calcul de I’argument : on cherche 1’angle 6 tel quecos6 = _71 et sinf = \/2—5 soit® = Z?T[
Doncz =4 (cosz—1T + isin 2—“).
3 3 N(za+zg)
NP ON
b ZB » / \ I
[y
L - . . *, / A n
Théoréeme Addition. Si A et B ont pour affixes za et zg \| / ),(
alors le vecteur OA + OB a pour affixe za + . s\-/
of - >
A
R A(za
— . —— L, ﬂ<
, N . . . . . ON — OA ha
Theoréme de multiplication par un scalaire. Si A a pour 2 R
affixe za et o est un nombre réel alors le vecteur aOA a - g
pour affixe aza. N(-0,524)
T
2

Conséquence : Si A et B ont pour affixes za et zg alors le vecteur AB a pour affixe zg — za.
Et |zg —zal = ABetsi A#B arg(zg — z,) = (ﬁ,ﬁ)

I1. Propriétés du module et des arguments d’un complexe

Propriété.  Soit z; = [py, 01] et o= [p2, 0,] deux nombres complexes non nuls
|z1 X zo| = |z1]| X |z3| et arg(z; X z,) = arg(z,) + arg(z,) + 2kmou keZ
En résumé [p,,01] X [p,, 82] = [p;p,, 01 + 0;]

Propriété.  Soit z = [p, 6] un nombre complexe non nul
|§| =Llet arg G) = —arg(z) + 2kmou keZ.

1|

En résumé ﬁ = [% =
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Propriété. Soit z; = [p1, 01] et o= [p2, 0,] deux nombres complexes non nuls
al = lal o arg C_1) = arg(z,) — arg(z,) + 2km ou keZ.
2

zp| T |zl

4 5 [01,01] _ [Py _
En résume 19282] [pz,el 62]

Exemple.
Soit z; = [2, 7], et z =[1, 5], déterminer la forme trigonométrique de z1x2y, % % et

Z
ZZ.

Propriété.  Soit z = [p, 6] un nombre complexe non nul et neZ
|z""| = |z|" et arg(z™) = narg(z) + 2km ou keZ
En résumé [p, 6] = [p™, n6]

I11. Equation du second deqré :

Théoréme.

Soit a, b, ¢ P avec a #0, on considere I'équation az? + bz + ¢ = 0.

Pour résoudre cette équation dans X, on calcule le discriminant A = b? — 4ac.

esi A > 0 alors I’équation az? + bz + ¢ = 0admet deux solutions réelles distinctes :

_ —b+/A _ —b—/A
T 2a etz = 2a

esi A = 0 alors I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet une solution réelle double z = ;—2

esi A < 0 alors 1’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes conjuguées z; =

—b+iy|A —b—iy|A
AL ot Zy = iVIAl
2a 2a

Al

Exemple : Résoudre dans X 1’équation suivante : x> —6x + 10 =0

A =b?—4ac =36 —4x10 = —4 < 0, ’équation x> — 6x + 10 = 0 possede donc deux racines com-

plexes conjuguées : x; = 6+2M =34+i et x,= 6‘;” =3—i

IV. Forme exponentielle d’un nombre complexe :

Définition.
Soit xeP, on note e* le nombre complexe cosx + isinx = [1, x].

Remarque : Le nombre complexe z de module p et d’argument 6 peut se noter z = [p, 8] = pe'®.
Cette notation z = pe'® s’appelle la forme exponentielle ou polaire du nombre complexe z.

Propriété.
Pour tous xeP et yeP,
eix ey = pilx+y) = ix

elx

Propriété. Formule de Moivre Pour tout xeP, neN
cosnb + isinn® = e™® = (eie)n = (cos0 + isin®)™

eix+e—ix Sinx _ eix_e—ix

Propriété. Formule d’Euler Pour tout xeP, cosx = >

Exemple. Pour linéariser i.e. pour transformer ce produit en somme de termes du type cosnx ou sinnx
avec neN.
—-3/4 -



BTS Maintenance industrielle - gaelle.buffet@ac-montpellier.fr

Chap 1. Les nombres complexes

o eix + e—ix eix _ e—ix 2 _ eix + e—ix eZix + e—Zix _ Zeixe—ix _ eix + e—ix eZix + e—2ix -2
cosxsin“x = 2 77 - 2 ) - 2 —4
1 . ) . ) . . 1 . . . )
cosxsinzx — __8 (eSLx + e~ i* — QplX 4 plx 4 e—3lx _ Ze—lx) — __8 (eBLx + e—31x _ (eLx + e—Lx))
CcoSx — cos3x

cosxsin?x = —LS (2cos3x — 2cosx) = Z

V. Forme exponentielle d’un nombre complexe :

Définition. Ligne de niveau : Si f est une fonction de X dans P et k un réel, on appelle ligne de niveau k
de f, I’ensemble des points du plan dont I’affixe z vérifie f(z)=k.

Exemples : Re(2)= -2

A

» 1. Lorsque la fonction f est définie par f(z)=R.(z) ( partie réelle
de z). 5

v

fond|

La ligne de niveau —2 de f est I’ensemble des points M(x,y) d’affixe
z=x+ly tels que Re(z) = x =-2.
C’est donc la droite d’équation x= —2. M(z)

) »2. Lorsque la fonction f est définie par f(z)=8~(z) ( partie
M(2) Sn(2)= 3 imaginaire de z).
= La ligne de niveau 3 de f est I’ensemble des points M(X,Y)
N d’affixe z=x+ly tels que Sn(z) =y = 3.
Of % C’est donc la droite d’équation = 3.
z—(+1) | = 3
» 3. Lorsque la fonction f est définie par f(z) = |z — (2+1) | // \\\
La ligne de niveau 3 de f est ’ensemble des points M(X,y) d’affixe ; A(2+) |
z=x+iy tels que | z — (2+i) | = 3 c’est & dire AM=3 ou A(2+i). \ L,
C’est donc le cercle de centre A(2+1) et de rayon 3. \Q‘ U ,/
NS
M(z

» 4. Lorsque la fonction f est définie par
f(z)=Arg(z—(3-2i)).

Gl

M(2) La ligne de niveau rt/4 de f est I’ensemble des points
5 > M(x,y) d’affixe z = x+iy tels que
U )+ ; Arg(z—(3—2i))=n/4=(ﬁ, AM) ou A(3-2i).

= C’est donc la demi-droite d’origine A ( non comprise ) et
de vecteur directeur w tel que I"angle (4, W) = 7.
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