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Les fonctions

Exercice 1.

Soit E la fonction qui, a tout nombre réel t, associe le plus
grand nombre entier relatif E(t) inférieur ou égal a t.

1. E(1,2)=1, E(1)=1, E(0,2)=0 et E(-0,2)=-1.

2.

—<{

Exercice 2.
Soit le signal s défini sur [0,5] par le graphique ci-aprés.

Déterminer I’expression de s(t) en fonction de t sur des
intervalles a préciser.

S(t) =0 sur [0 ;1] et sur [3 ;5]

S(t)=t-1sur[1;2]

S(t) = -t+3 sur [2 ;3]

Exercice 3.

Simplifier I’écriture des expressions suivantes : A =

Ine'=-1,B=Ine?=2,C=e" =2¢etD =¢e " =
1 1

R

Exercice 4.
Simplifier I’écriture des expressions suivantes : A =

=Inet/2=1B=Inx _ 1 ~_ ,2In2 _
Inve = Ine 2,B ln\/E Inve 2,C e

1
et = 4etD = 2" = V3 = 3,

Exercice 5.
Résoudre dans P les équations :
a)Int+-=0 b)et—2=0
& Int = —; Set=2
1
et =e72 < In(et) = In(2)
1
Pt=e2 & t=1n(2)
Exercice 6.

Résoudre dans P les équations :
a) 2Ilnx = In3 + In(2x + 3)
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& In(x?) =In(3(2x +3)) © x2=6x+9

S 0=x2-6x—9 << A= 72 et onadeuxsols:x=

SEO7 _ 3437

b) e?t —4et +3 =10

on pose X = e' il ne restera plus qu’a résoudre : X2-4x+3=0
et a faire un changement de variable sur les solutions obte-
nues.

X2-4x+3=0 & A=4 x = % soit deux x possibles 1 et 3,

de plus on sait que x = et donc on aura deux t possibles :
In(1)=0 et In(3)

Exercice 7.
T
cos|{t——=)=0 < cos(t—
( 1_[4—)7_[ ( -
St——== [2n] out—-
4 2 4
©t=23"
4

G

) = cos3)

5 [z

=T

[2m] out = " [2m]

1

Jai représenté en rouge les solutions de I’équation de
I’exercice 7 et en bleu celles de I’exercice 8.

Exercice 8.
Résoudre dans [0, 5?"] I’équations 1 — sin3t = 0 et repré-
senter les solutions sur le cercle trigonométrique.
1 —sin3t = 0 <& 1 = sin3t < sin (g) = sin3t
@%: 3t [27] oun—§= 3t [2n]
T=t [2?"] ou % =t [2?”] or on est dans : [0, 5?“]

& ==
6
m 5m 9m_37m

< on a comme solutions = ,—,
6 6 6 2

Exercice 9.
f(t) = 1+ Int estune fonction croissante (trivial) de plus

on sait que In(e)=1 et donc In (i) =-1 donc f est négative
sur ]0 ;i[ , hulle eni et positive aprés.

Exercice 10.

fx) = (=x*+2x)e™™,

on sait que e~* est toujours positif donc le signe de f(x) est
celui de —x2+2x
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—Xx2+2x = (2-x)x f est donc positive ou nulle sur [0 ;2] et Exercice 17.
négative le reste du temps. Déterminer les limites en 0 et en +o de la fonction
E ] flx) = % + Inx définie sur ]0,+oo[.

xercice 11. En oo la limite est +oo (tivial

t
f(t) = es — 1 est croissante (trivial) pour trouver le signe o) =2 + Inx = LXInx
de f(t) en fonction de t il nous suffit donc de trouver pour

hmx—O+ et 11m1+xlnx—1donc

x—0

t
s . T —
qltlelle valeur de t est ce que f(t) s’annule. es — 1 =0 & lim £ (x) = +Oo
es =1®t/5=0 ¢ t=0, donc fest négative jusqu’a 0 ou x=0

elle s’annule puis elle est positive. .
P P Exercice 18.

les limites en —oo et en +oo de la fonction f(x) = e* + e

Exercice 12. sont toutes les deux +oo

f(x) = 3e™* — 1 est comme e~* une fonction décrois-
1

X _ = o X = S e X == .
sante, 3e 1=0 3e 1 e 3 Exercice 19.
@—x-ln()@x——ln()¢>x—ln(3) Onaf(x) =e*—3x
Donc jusqu’a In(3) la fonction est a valeur positive, elle Jim e* =0 et lim —3x = —codonc
s’annule en In(3) puis sera négative. lim f(x) = —
X——00
3x
Exercice 13. f(x) =e*—3x=e* (1 - ;)
6
a) f(x) =—2X2+5X—6=X2( 2+;—X—2) lim e* = 400 et lim 1——— 1 donc
. . —+00 —+00
En —co comme en +oo X2 a pour limite +oo et la paren- th f(x) = *
thése a pour limite -2 doncona: x40
lim f(x) = lim f(x) =—o

X—>—00 X—+00 5 5 ]

b) £(x) = —x3 + 2x + 3 = x3 (—1 +2+3) Exercice 20.
En —oo comme en +oo la parenthése a pour limite -1. Soit f(x) =% P43+ 4<finie sur 11, +o0].
lim x3=—1et lim x3 =+1doncona: 1
X—>—00 X—+00 .
xl_i}r_noof(x) = 400 x]_i}]_"_noof(x) =—o0 F(x)=ax+b + (ax+b)3(x1 Dtc _ ax’—ax+bx— b+c

Par identification on d0|t avoira=1;b-a=3 et c b=1
. Donca=1,b=4etc=5donc f(x =x+4+——

Exercice 14. f) x-1

2. la courbe représentative C de f admet une asymptote
oblique d d’équation y = x + 4.
3. Etudier la position de C par rapport a d sur ]1,+oo[.

Déterminer les limites en 4 et en +oo de la fonction
flx) = % définie sur ]4,+oo].
limx —4=07% et liT+2x + 5 =13 donc

X—

x—4F
lim f(x) = +oo Lesigne de h(x) = f(x) —y= ﬁ nous donne la position
x—4 -
2x45 242 de C par rapport a d.
fG) = =1 h(x) est négative avant 1 et positive aprés, donc C est sous
lim 1 —1 * lim 2 — 24 d pour les points d’abscisses inférieures a 1 et au-dessus
am L= ; =1 et lim + X ~donc pour les autres.
1i£n flx)=2
X—+00 -
Exercice 21.
a) f(x) = §x3 +§x2 + 4 donc f'(x) = x? +§X
Exercice 15. b) f(x) = (=3x + 1)? donc f'(x) = =3 x 2(—3x + 1)
Déterminer les limites en —1 et en +oo de la fonction =18x - 6
2_
flx) = ﬁ définie sur ]—1,+oo[. _
lim x + 1 =0% et 11m 3x? —5=—2donc Exerc!ce 22. . . .
xr 1+ Determlner Ia derlvee des fonctions suivantes :
A S0 = e a) f(x) = = Homee iy
f( ) _ 3x -5 _ 3X-1; _ —3x+9+3x 7 _
143 (=x+3)2 (—x+3)2'
. . 5 (x+1)2
lim14+==1 et lim 3x —> = 4o donc b) f(x) = Z— 7 donc
xfmf( )x + Xk * 2(x+1)(x +x+1)—-(2x+1) (x+1)2
im f(x) =+ =
X—+00 f (X) - (x2+x+1)2
_ (2x®+4ax®+4x+2)-(2x3+5x2+4x+1) _ 1-x?
Exercice 16. - (x2+x+1)2 T Ztxt1)?
Déterminer les limites en 0 et en +oo de la fonction
f(x) = x + Inx définie sur ]0,+oo[. Exercice 23.
Les limites de f sont triviales : —oo et +o0 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :
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a) f(t) = cos (3t + g) donc f'(t) = —3sin (3t + g)
b) f(t) = sin?t donc f'(t) = 2 sin(t) cos(t).
¢) f(t) = cos?3t donc f'(t) = —2 x 3 sin(3t) cos(3t).

Exercice 24.

f(x) =+=3x+2donc f'(x) = m
Exercice 25.

a) f(x) = xInx donc f'(x) = Inx + xi =Inx+ 1.
) £G) = donc /() = A - 1

c) f(t) = 2t — et donc f' (x) =2+et
d) F(t) = tet donc f'(x) = et + tet

Exercice 26.
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

a) f(x) = (Inx)? donc f'(x) = zllnx
b) f(x) = ln(Zx + 3) donc f' (x) =2 X m
c) f(t) =et doncf (x) = 2tet”

_ ety _et(ef-1)+et(ef+1) 2%
d) f(t) T eto - (et-1)2 T (et-1)2

Exercice 27.
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

a) f(x) = xArccosx donc f'(x) = Arccosx + x

1-x?

. , _ . 1
b) f(x) = xArcsinx donc f'(x) = Arcsinx + xm

¢) f(x) = Arctan2x donc f'(x) = eRT

Exercice 28.

1. f(0)=0, f(1)=-2 et /*(1)=0.

2. Résoudre graphiquement sur [-1,2] les inéquations
suivantes :

a)f'(x)>0 S =]1; 2] (f décroissante)
b) f/(x) <0 S=[-1;1] (f croissante)

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur
[-1,2].trivial : voir question précédente

4. On suppose que f(x) = ax® + bx + c. donc
f'(x) =3ax*+b

f(1)=0 donc 3a+ b= 0 ou encore b = -3a

de plus f(0) =0 doncc=0

de plus f(1)=-2 donca+b =-2etdonc -2a=-2 donca=
lorb=-3adonch = -3

5.sur [-1,2], f(x) = 0 <> x=0 par lecture graphique.

Exercice 29.

1. Donner le tableau de variation de f est croissante sur [-
1;0] et sur [2 ;3], décroissante sur [0 ;2].

2. On suppose que f(x) = ax3 + bx? + cx + d. Donc

f'(x) = a3x? + b2x + c Calculer les nombres a, b, c et d.

On sait que f(-1)=-3 , f(0) = 1, £(0)=0 et f(1)=-1

—a+b—c+d=-3 —a+b+1=-3 2b+2=—4
d=1 d=1 d=1
{ c=0 A { c=0 A { c=0
a+b+c+d=-1 a+b+1=-1 a+b+1=-1

c=0
a+b+1=-1

b=—3 b=—3
3 { =1 o {‘Ci:é¢>f(x)=a—3x2+1

a=1

Exercice 30.
On considere la fonction f définie sur ]— §,+oo[ par

fx)=2x-3+

2x+1"
1. 11m2x—3——4 11m = 4o
x_)_ 12x+1
donc 11m Lf(x) =
x—»—

la courbe représentative de f admet donc une asymptote
verticale d’équation : x—7’?
2 a) XETmf(x) = 4o0.

b) xl_i)er[f(x) — (2x — 3)] = 0. La courbe repré-
sentative de f admet donc une asymptote oblique
d’équation 1y =2x —3?

c)f(x) —(2x—3) = ﬁ fonction négative avant

-1/2 et positive aprés ce qui veut dire que la courbe est en
dessous de I’asymptote avant -1/2 et au dessus apres.
9 2(2x+1)%2-9 [\/E(Zx+1)]2—32

3. f (x) =2+ (2x+1)2: (2x+1)2 = (2x+1)2
_ [VZex+D]?-32 _ (VZ(2x+1)-3)(VZ(2x+1)+3) _

T (x+D? (2x+1)2 -
(2vEx+3-3)(2vExvar3) _ V(DR )v2(x+ 0 )
(2x+1)2 (2x+1)2

—2+3 _ V243
En posant x; = B etx, = o ona:
PN CLENELED
(2x +1)?

Sur [x,; x4 ] £ est négative (et donc f est décroissante) en
dehors f” est positive (et donc f est croissante).

4..

5. Soit I’équation f(x) = 10 sur] — %,-&-oo[

a) graphiquement il y a une solution négative valant
approximativement x = -0.15 et une positive d’environ 6,2.
b) arrondies & 10 2.les solutions sont : -0,16 et 6,16

Exercice 31.

On considéere la fonction f définie sur I’intervalle ]0,+oo[
1+21nx

par f(x) = -2=0+ 21nx)l - 2.

1. l1m 1+ 21nx = —oo et xll)r(l)’l i— +o0 Donc hmf(x) =
—00 donc asymptote verticale d’équation x=0

2.f) =2 —2=242"2 -2
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lim 2—2=—2et lim 2 =0 donc hm f(x) -2,

X—+00 X x—+00 X

donc la courbe représentative de f admet une asymptote
horizontale d équation y = -2

x (1+21nx)
3.f'(x) =

1
& In(x)=% <« x = ez. De plus 1-2In x est une fonction
décroissante donc f* est positive avant et positive apres

_ 1-2Inx
xZ

or1-2Inx=0

1
donc f est croissante sur ]0 ; ez] et décroissante sur
1
[ ez,+oof
4,
a) c’est un point dont 1’abscisse vaut environ 0,6.
Pour plus de précision il faut résoudre f(x) = —

<::‘,>1+21nx_2=_2<:::>1+21nx=0<:::>1_|_21nx=O

1
& In(x) =—%¢>x=e_5
b)

lnx + (lnx)2 —2x deflnle sur

5 80|t la fonctlon F(x)
I’intervalle ]0,+oo[.

a)F'(x)_j(+2§1nx— —2=f(x).
b) f étant tout le temps négative F sera décroissante.

1+2lnx
2

Exercice 32.
On considere la fonction f définie sur I’intervalle [0,+oo[

par f(x) = —x+ 2+ eix On appelle c la courbe représen-

tative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal
(0,7,7) d’unité 2 cm.

1. lim —x+2=—oo. et lim —=0
xX—>+0o0 X—+o0 €
donc lim f(x) = —
xX—+00 .
2. f'(x)=—-1- — donc f est toujours négative et donc f

est décroissante sur son ensemble de définition.
e . e .
3. a) f(x)-y = = or xl—1>£nw€_x = 0donc ladroite A:y=
—x+2 est une asymptote a la courbe ¢ en +oo.
b) eix est tout le temps positif donc la courbe repré-
sentative de la fonction est toujours au-dessus de

I’asymptote oblique A
¢) I’unité étant de 2cm, 0,5 mm sur le dessin cor-

respond a un écart de 0,025 unités. eix < 0,025 <

el™ < 0,025 & 1-x < In (0,025) < 1- In(0,025) < x
donc les points seront indiscernables & partir de 4,69 unités
, c'est-a-dire a partir de 93,8mm de I’axe des ordonnées.

— 45—

d)

Exercice 33.
Déterminer les primitives des fonctions :

a)f(x)=2x2—3x+1d0ncF(x)=Ex3—§x2+x+c

b) £(¢) = (t — 1) donc F(¢) = =2 1) + cte

Exercice 34.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
a) f(£) = (2t — 5)* = 22(2t - 5)°
4
donc F(t) = 1(” 5) +cte = (Zt ¥ cte
b) f(x) = x3 —2x +x+3

4 3 2
doncF(t)=%—%+%+3x+cte

Exercice 35.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
a)f(x) =QRx+1Dx?+x+3)

donc F(x) m
b) f(x) = 3x + 4 - g donc
F(x) =37x +4x — 21In(x) + cte

c) f(x) = ﬁ donc
F(x) =In(x + 3) + cte

Exercice 36.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) f(x) = xif_il de plus x2 — x + 1 est toujours positif
donc F(x) = ln(x — x + 1) + cte
b) f(t) = 1+t2 =1 de plus 1 + t2 est toujours posi-

E 1+t2
tif donc F(t) = Eln(l +t2) + cte

Exercice 37.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

4
a) f(x) = 6x* —
3
dOﬂCF(x)=6X?+4§+Cte= 2X3+§+cte
1 3
b)f(x)=1_x_2+x_4

donCF(x)=X+l—i3+Cte= x+l—i3+cte
X 3x X x

Exercice 38.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a)fx) = 2t ~etx?+x—2>0sur]-21[
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donc F(x) = oy Tcte

_ B R
b) £ (1) = (t2+1)2 T 2(t2+1)2
donc F(t) = t2+1 —— + cte
Exercice 39.

Soit la fonction f(x) = =1 définie sur ]—oo,;[
a) Déterminer trois nombres a, b et ¢ tels que f(x) = ax +
b+ — pour tout Xe]—oo,%[.

(ax+b)(4x—6)+c __ 4ax’+x(4b—6a)+c—6b

ax+b+ =
6 4x—6 4x—6
Par |dent|f|cat|on ona:
1
4a =2 a=% a=s;
4b—6a=-1< 4bh = _|_3<3::> b=l &
—6b=-1 2
¢ . c—6b=-1 c—3=—-1
a=-
i & flx) = lx+1+ipourtoutXe]—oo 3[
b=5 2 2 4x-6 2t
c=2

1 1 1 4 3
b) £ (x) - X -I;; + Py on aura donc sur ]—eo,"[
F(x) = sz +ox+ Eln(|4x —6]|) + cte
=1x2+ %x + %ln(6 —4x) + cte

Exercice 40.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) f(x) = sin(3x)

donc on aura F(x) = —%cos(Bx) + cte
s
b) f(x) = cos (Zx + E)

donc on aura F(x) = %Sin (2x ¥ g) 1 cte

sin(x) _ _

C) f(x) = tanx = cos(x) - cos(x)
donc F(x) = In(|cos(x)|) + cte et comme on est sur
]0,;[ onaura F(x) = In(cos(x) ) + cte

—sin(x)

Exercice 41.
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) f(x) = —2sin (5x +3)
donc on aura F(x) = —Cos (5x + g) + cte
b) f(x) = cosx X sin? x

donc on aura F(x) = 3= + cte

0) f(x) = = su rma

donc onaura F(x) = — ~+ cte
Exercice 42.

On sait que cos?a = <501

donc f(t) = cos?2t = %

donc F(t) = S“‘(‘“) - %t + cte

Exercice 43.

f(t) = sintcos3t = l(sin(4t) — sin(2t))
Donc F(t) = M +- cos(Zt) + cte
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Exercice 44
a) f(t) = —— 27avecu =t-3 sur ]3,+oo[
donc F(t) = 2\/t — + cte

b) f(X) - \/x: - 2/x2+1
donc F(x) = Vx%2 + 1+ cte

= (VaZ+1)

Exercice 45.
8) £(t) = £ donc F(2)

b) f(x) = 62“3 donc F(x) =

t
—e—+cte

—+ cte

Exercice 46.
a) f(t) = 7e~t donc F(t) = —7e™* + cte
b) f(x) = xe** = %erxz donc F(x) = %exz + cte

Exercice 47.

a) f(t) = —e' + 2e~t donc F(t) = —e — 2e~t + cte
b) f(x) =e** +e* -1

donc F(x) = %ezx +e* —x+cte

Exercice 48
a) f(t) =

Mﬂm=uﬂ

= —3Arctan(x) + cte

Exercice 49
2 11
a) f(H) = Jicaz  Ji-@o2 sur ]7’5[

donc F(t) = Arcsm(Zt) + cte
b) f(x) = donc F(x) = Arctan(2x) + cte

1+(2 )2

Exercice 50.

a) Ona F(t) = tint sur ]0,+oo[

£(t) =In(®) + t% =In(t) + 1

by g(t) =Int = f(t) —1donc G(t) = F(t) — t + cte
donc G(t) = tint — t + cte.




