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Intégration

Exercice 1.
A—fzdx— x]2—2—1—1

B= ft3dt—[]

X3 XZ 3
szz(x +x + 1dx = [;+?+x]
2

3 2 3 2
=L+l i3-(2+Z42)=9+2+43-2-2-2
337 2 3 2 2 3

D = [}2dt = [im(|t))]; = (n()];
=In(2) —In(1) =1n(2)
E=fZi [2]——1— -2)=1

f —dx = [4In(]1 +xD]3
[4 ln(l + x)]1 =4In(3) —41In(2)
=4(n(3) —In@2) =41 ()

Exercice 2.

G= f_ll 3dx = [3x]', =3—(-3) =6

_ (! 3. _ [@rof]' st 4t
H=[/(4+10) dt—[ - ]0_ ———=
625-256 _ 369

s a4
Exercice 3.

2

I—f(x —3x+1)dx—[—3—3—2+x] =§—
0
37+2—(?—37+0)=5—6+2=?

=, 4(2y— 1)2dy = [;'22(2y - 1)?dy =

3 3 3
[1<2y ) _(7_>_Q 12 _ oo
2 6 6
Exercice4
K= fz St 1dt = f3 —mdt = [ In(]2t —

1323=121n2z‘—1323 12In5-12In2=12In52

L= [} 5 dx = [n(lx - 2]} = [in(z -

201=In(1) — In(2) = -In(2).
V3 4x V3 2x
M= [ =4 x=["2 S dx =

[2 In(|x? + 1|)]
21n(1) = 2 In (2)
N=[7= de =
(n(2))%_
= =a

[2 In(x* + 1)]} = 2In(2) —

e1 n()?]°  In(e)?
[y nede = [25] =20
- (In(2))%)
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Exercice 5.
0= [ edt=[ t2e%dt = [ler]l
0 0 2 2 0
L 100 _ 1002 _
~el =-(e*-1)

= —ez —_
P= [ 3e2ttlgt = [1 2 (—2)e-2t+1g;
0 0 -2

2

_ [—iz e—2t+1]1 _ _ize—z+1 __1261 _ %(el —e 1
Exercice 6
f1 —dx = [In(le* + 1D]} =

[ln(e + 12 =m(e?+1) —m(et + 1)
-1 (e2+1)
il P

_r1 x2 _ 11 x2 _ l x2 1 _
R=[ xe¥dx=[ -2xe dx—[ze ]0_

2

~el ——eO 2(e1 - 1)

Exercice 7.
L el
S = J¢sindt cit = J¢74sin4t dt
1 3
= [Z (—cos 4t)]0

2
T= fggsin (3x+g) dx

Exercice 8.
U= fg(sinBt + 2cos2t)dt
4
— (2(12
= f% (3 3 sin3t + 2c052t) dt

= E (—cos 3t) + sin Ztﬁ
I

:1(—cos32) +sin2=— (l(—cosz) +
3 6 6 \3 4
sinZn4

-1 T . T 1 T . T
= —cos—+sm—+§cosz— sm;

= 1(—cosélg)—%(—cosm =%G+ 1) =2
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T

V= fn tanxdx = fn SINX Jx = fn _Zsinx g = [2 sin(4x) + sin(2x)]
. s . T
=2 sin (4 5) + sin (2 2

ania

N— |
I
~—
N
7]
Pt
=

(+3)+

= [—In(|cos x|)]1T = [—In(cos x)]

=—In (cos ) + ln (cos 4) sin (2 E))

ISE

B V3 NG VZ V3 =04+0—-(0+1) =-
=—n(E)+m(B)=mn(E:E
2 2
V2 2 2 1 2 ) o .
== ll’l (— X —) = 11’1 - =—ln (—) i2X _ ,—12X ,i4X_ ,—i4X
2 V3 ( 3) 2 \3 sin2xsin4x = < 2: £ zf
ei6x_e—i2x_e+i2x+e—i6x
Exercice 9. - -4
piAX_ p—idx pi2x | p—i2x el6Xpe=ibx  o=i2Xyo+i2X  (co56x  cos2x
sin4xcos2x = 21 2 T oxz | 2xz 2z =2
i6x ,i2X_ ,—i2%_ ,—i6X __cos2x __cos 6x
=%e e zei £ =%(sin6x+sin2x) T 2
T[ I . . ECOS 2x COS 6x
W = [ sin4xcos2xdx Z = [y sin2xsindx dx = [ 2 Tz W
Ty ) ) _f%c052x_3cos6x dx
=J? > (sin 6x + sin 2x)dx =Jo 3 6
_ [1 (—cos6x 4 Zcos 2x)]g =[—sin 2x + 3 sin 6X]g
2V 6 - 2 il =—sin2Z+3sin6=—sin0+ 3sin0
_l —cos6§+—c052§ _l(—COSO_I_—cosO) 4 4
=3 P > o\ e > =-1-3—-(0+4+0)=-4
:1<—_1+ z) YOS S SAE R S S
2\ 6 2 2\6 2 12 8 12 4 8
Exercice 11.
3 eitpo-itnN3  pi3tya,it g =it i3t }1
cos t( :) 2 ()) - 4x2 + - _ ax—D+bx+1)
cos(3t 3xcos(t +1 1 x+Dx-1)
=T, + P (COS(3t) + 3 cos(t)) Ji ax— ajil—bx—i-b _ch(a+ljac)+b—a _ x(a+b)+b—a
fE 3 g T otDE-1) T (+DEe-1 x*—1
X = [3cos3t dt L 3xT1_ a
L Done x2_1—bﬁ+x—_1 b =3 b =3
— (32 3x—1 __ x(a+b)+b—a a+b = a+b =
f0n4 (cos(3t) + 3 cos(t)) dt. = xz_ll_ D ?{b RO <:>{ oo 2
g + = =
= f031(3lcos(3t) +3 cos(t)) dt <i>{a b= 1 ¢>{?) ~1
P 3 Doncit=_1 4 2
=[;3sin@3t) +3 sin(t))]z 217 x1 " x1
_3 (sin (3 E) + 3sin (E)) _ (E (sin(0) + » 2. Calculer la valeur exacte de ’intégrale
* 3 3 * 33x—1 31 2
3sin0 [:f > dx:f + dx
, x°—1 b x+1 x-—1
3 V3 3 93 =[ln(x+1)+2In(x—1)]3
——o+3—)—(—0+0)=— 2
(0+3F)-(30+0) =% ~In(4) + 2In(2) — (In(3) + 21In(1))
=In(4) + In(4) — (In(3))
Exercice 10. _ . AN 16
ei3x+e—i3x eix+e—ix - ln(4 X 4 - 3)_ ln (?)
cos3tcost = 5 5
ei4x+ei2x+e—i2x+e—i4x
- . 2X2 ) Exercice 12.
etXpe~ldx  pl2Xyp—lzX cos4x . cos2x . 1 3t-14
e =t On souhaite calculer | = fg S dt
> , ), . T .
Y = fn cos3tcostdt = [2 Z cos4x 4 cos2x . 1. Resou(zire I’équation t“ —t — 6 = 0 puis
7 2 2 factoriser t“ —t — 6.
_ f;zTZ Cos4x 4 C0S2x 44 A= 1+ 24 = 25 les solutions sont donc -2 et 3
: 4 2 Donc t? —t — 6 = (t+ 2)(t — 3)
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) 4 L_ a(t—3) b(t+2) _ at—3a+bt+2b
t+2 -3 t+2)t-3)  t=3)(t+2) t*—t—6
__at—3a+bt+ b __ t(a+b)+2b—3a
tza_ ) tz_lta_é 3t—14 b)+2b—3
t— t—14 _ t@atb)+
donc =2 & @+h) a

—t—6  t+2 ' t-3 T {2—t—6 t’—t—6
®{ a+b =3 ¢>{ a=3-b
—3a+2b =3 —%)4 —3a+2b = —-14
a=3-— a=3-b
¢>{—3(3—b)+2b 4% 5p = 14

ol S ool el 24

3t-14 _ 4
Donc e 12

-1
3

» 3. En déduire la valeur exacte de l’intégrale L

I_J'l 3t — 14 f it
), t2-t—6 t+2 t—3

=[In(|t+2]) — 2In(jt = 3]}
=[In(t+2) —2In(3 -1}

=In(3) — 2In(2) — (In(2) — 2In(3))
=In(3) — 2In(2) — In(2) + 21In(3)
=3In(3) —31In(2)

(3

Exercice 13.

—3x2+16x+22
On pose f(x) = e
» 1. Déterminer deux réels a et b tels que
a b a(x—1? b(2x+5)

2x+5 + (x—1)2 7 2x+5)(x—1)2 + (x—1)2(2x+5)

_ a(x2—2x+1)+b2x+5b _ ax2+x(2b—2a)+a+5b
(2x-§5)(x 1)2 - Qx+5)(x—1)2
—3x“+16x+22 _ a b

Done QRx+5—1)2 ~ 2x+5 + (x—1)2

—3x24+16x+22 _ ax*+x(2b—2a)+a+5b
QRx+5)@—-1)2 ~ Qx+5)(x—1)2
—3x24+16x+22 _ ax*+x(2b—2a)+a+5b
QRx+5)@—-1)2 ~ Qx+5)(x—1)2

—3=a —3=a
416 =2b—2a<~316=2b+6

22=a+5b 22=-3+5b
—3=a

<i>{10=2b
25=5p

Donc

f) == :

2x+5 (x—l)2
» 2. sur ]1,+oo[ f(x) est définie et dérivable donc
intégrable on aura sur cet intervalle :

flx)==2 s

2 2x+5 (x—1)2
F(x) = ‘71n(|2x +5) + x_—_51+cte

>3
I = [} f(x)dx=[FO};
= [_73ln(|2x +5)+ = z - [‘731n(2x +5)+ 5

-3 -5 -3
“Zin(11) + 2 - (Zm(9) - 5)
= 1n(11) +=+2m(9) +5

N + 1 (11)

Exercice 14.

£ :
(140t -2)
> 1. —+L a(t—2)+b(1+t) _ t(a+b)+b—2a
1+t -2 A+HE=2) ~  A+HE-2)
b 1 _ t(a+b)+b—2a

a
Donc f(t) = —+ = ST T a2

<w{baj—;)a==01®{ba—;a_=b 1¢>{bi-;b_=b 1

-1
a=-b a=?
{b+2b = 1), 2 adone

3

-1 1

A T Tea)

» 2. Calculer la valeur exacte de I’intégrale
-1

! ‘f f(t)dt_f (@ (- z))dt
“[=In(jt + 11) + In(jt — 2])]3
= [=In(t+ 1) +In(t — 2)I5
1 (—In(6) +In(3)) - 1 (=In(4) + In(1))
—(~In(6) +In(3) +In(4)) = "E2=0) _ n@

3

Exercice 15.

. 12x%+x+1

On souhaite calculer I = [ ———dx
(axb) 3y
c ax+ X c

ax+b+—=—"—"""—"—

x+3 x+3
_ (ax+b)(x+3)+c _ ax*+x(b+3a)+3b+c
- x+3 - x+3

2x%+x+1
>1. A1ns1T—ax+b+m

2x%4+x+1 __ ax*+x(b+3a)+3b+c
x+3 x+3

2=a 2=a 2=a
©{1=b+3a©{1=b+6®{ —5=b
1=c+3b 1=c+3b 1=c+3b
2=a 2=a
<=>{—5=b <=>{—5=b

1=c—-15 16 =¢

» 2. Calculer la valeur exacte de 1’intégrale 1.
12x2 +x+1 1 16

=f —dx:f 2x —5+

0 x+3 0 x+3
= [x* = 5x+ 16In(x + 3)]2
=(9-10+16In(6)) — (4 — 10 + 161n(5))
=5+16In (%)

5

dx
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Exercice 16.
I = f02(2 —x)e~*dt.
u(x)=(2-x)
Vv’(x) =¥
foz e *dt

T

[-(2 =x)e™] -

[ 2—-x)e*];-[—e
[-2—x)e™* +e™*]3

—(2-2e2+e?
=e %2 +1

Exercice 17.

] = foz(x —2)%e *dx

~-(—(2-0)e %+

Intégration
3
L = [x ln(x) Ex_ldx
3 X
3 31°¢ 3 3 3
V(X) = _e—x 3 9 1 3 9 9

2e3+1
9

Exercice 20.

M= f13(2 + x)e *dx
u(x)=(2+x)
v’(x) =e™*

[-(2 +x)e ]} - ff —e *dx

[-(2+ x)e"‘]i - [e™]i

uw(x)=1
v(x)=—e™™*
M

ux)=(x-2)*> uw(x)=2(x-2
et = et = e @e oo e
= [~(x = 2)%e 3 - [ —2(x — 2)e ¥dx -
=[-(x—2)%e 2 +2 foz(x —2)e *dx Exercice 21.
ux)=(x-2) uw(x)=1 Soit f1a fonction définie sur ]-2,2[ par f(x) =
vi(x)=e™  v(x)=-—e™* In (“—x)
= [- (= 2% + 2 (I-(x = 2)e ” s
J=1-& e lh+z{l-(x—2)e]5 - >1f(x)>0®1n( )>o<¢2+_X>1<$
02-e—xdx 2+ x = 2 — x (vu le domaine de définition)
=[-(x —2)%e™* - 2(x — 2)e ¥]% — 2[e™*]? < x = 0donc sur [0 ;1] on aura f(x) = 0 donc
= [~(x — 2)%e™* — 2(x — 2)e ™ - 2¢~]; I= [} fGodx 2 0.
= —0%e*—2x0e*—20e7% - (—=(=2)%° - by Fr(g) o LED-@IED 1 4 2ox
226~ 0-26-0 S =T E T e
=0-0-20"%2-(—4+4-2)=2-2e72 4 _ 4
valeur arrondie a 1072 : @-0@+0 — 4-x?
Exercice 18. f01 1f(x)dx = [xf(x)]} fo xf oOdx
— (¢(+ — 2+ 4

K= Il - e 1 - B - e

u=n() v — 1) - Oln(1) - f01 gy

vi)st—e V(=T —et — In3 —
=l -] - e

- n( ) 2 e 1 - 1 t

= In(e) (f - ez) In(1) (1—2 - e)

ff(z—e)dt_<——ez) 0- [——et]

Exercice 19.
L= f x?Inxdx.

u(x)=In(x)
Vv’(x) =x*

=In3 -[-2 ln(4 —x?)]}
=1n3 +2In(3) — 2In(4) = 1ng

Exercice 22.
Soit f'et g les fonctions définies sur [0,1] par

x2
)+1_e f@) T ax? = In(4 - x%).
4 >1. Montrer que pour tout x de [0,1] f(x) =
—1+—+—
2— x 2+x1
1+ e e
_ —1(2-x)(2+x) (2+x) (2—x)
NI T 2-0e+x) (- x)(2+x) (2+x)(2-x)
u (X)_; =424 24x4+2-x x2
_ C-02+x)  2-0Q2+x)
V(X)_'__ _ X
==
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2.0 =[] f()dx = [} =1+ +——dx
=[—x—1In(2 —x) + In(2 + x)]}

=—1—In(1) +1In3) — (—0 — In(2) + In(2))
=In(3)—1

» 3. Montrer que | = folg(x)dx =1n3 + 2I. En

déduire la valeur exacte de J.
g'(x) = (=2x)

4— x2 4—x2

J = J, 1g(x)dx = [xg(9li - J; xg'(®)dx
= [xIn(4 — x?)]; - fy x — xz S dx

=In3) - 0In(4) +2 fo m dx

=In3) +2 ) fdx =InE3) +2I

=In@3) +23n(3) — 1) = 3In3) - 2

Exercice 23.
» 1. Dériver f(x) = (2x + 1)5 Sur]_ols; —oo.
3 1
f'&) =5202x+1)2 = 3V2x + 1
>2. fo 2+ Tdx = 1f Godx = [ )],
1 1 1 31 3 1
=2 f-2f0)=:3)2->(1)z=+3-3.

» 3. Calculer fol Jﬂ X.

x+3 1 2x+6 1 2x+1 1 5
J2x+1 2J2x+1 22x+1  2.2x+1

1
“J2x+1+ —

Je pose g(x) = \/Zx + 1 et donc

g0 ===
fo mdx = fy (3v2x F 1+
= /o (if €9 +5g (x)) dx = Ef(x) +§g(x)]:
=W +2gM - (2O +29)

=3+ 5V3 - (4 51) =T33 - ()
_3 /31

) 4

Exercice 24.

»1.1 = fo e dt = [Arctan(x)]j = Arctan(1) —
Arctan(0) =-—0 = g
»2.] =, ” 4t2 dt. Je pose u =2t et donc du =
1
=1 ! 1 2 _
2dtett = zu] fo 1+u2 5 = [2 Arctan(x)]0 =
1
Arctan(E)

1 1 1
—Arctan (—) — =Arctan(0) =
2 2 2 2

En donner une valeur arrondie a 1072

» 3. A I’aide du changement de variable x = #+2,
1

0 5+4t+t2

déterminer I’intégrale K =

5+4t+t?=0
A= 16 — 20 = —4 donc pas de solution réelles

x=t+2 ,x-2=t , dx=d¢

_f 1 3 1
0 5+4t+t2 2 5+4(x—2)+(x—2)2
3

=/, x2+1dx = [Arctan(x)]3

= Arctan(3) — Arctan(2)

Exercice 25.
1 1
Avec x = t——,x+5= tetdx = dt
1

- f —+x+x2 - f——m = f_%_

= [Arctarl(X)]E = Arctan (%) — Arctan (— %)
2

= Arctan( ) + Arctan (;) = 2Arctan (%)
En donner une valeur arrondie & 10~°.

Exercice 26.
t= \/%(Zx + 1), donc tv3 = 2x + 1 donc

tv3—-1
V3 = X etde plus dtz%dx dOl’lC?dtde

Bt

.
I'= fo xzzﬂ - f—s (t\/— 1) +(w§ 1)+1

_Iﬁ?df f\/—\/—l dt _f\/—Z\/—dt
% Tt*'%_ 5 230+ Yp 3 r4
= [ZﬁArctan(x)] )

2

3
23 23 1

= TArctan (\/g) - TArctan (ﬁ)

En donner une valeur arrondie a 107°.

Exercice 27.
Soit la fonction f'définie sur R par f(x) =

(x — 1)e?*. On appelle c la courbe de f'tracée
dans un repére orthonormé (O, i j)

» 1. Calculer xl—1>I-‘|—noo f(x) et xl_i)r_noo f(x). Que peut-
on en déduire ?

hrn (x—1) =4 et xHTwezx =+

xX—+00
Donc lim f(x) = 400
xX—>—+o0

La limite en —oo est triviale si on admet que

1 X —
xl_l)r_nooP (x)e* = 0 pour tout polynome P(x)
Démonstration :

—=_x ainsi i = li —y — =2y

On pose y=-X ainsi xl_l)r_noof(x) yl_l)r_{loo( y—1e

—-5/6 -
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- 1 v 1) _

- yl—l>I-Poo (ezy eZY) 0

Il y aura donc une asymptote horizontale
d’équation y =0 en —oo

» 2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe
C.

fl(x) =e** + (x — 1)2e%* = 2x — 1)e**
Donc f* est du signe de 2x — 1
Donc f est décroissante jusqu’a 0,5 puis crois-
sante a partir de cette valeur.

» 3. I’aire de la parﬁe-dli pIan limitée Ipa-r les
droites d’équations x = 0 et x = 1, la courbe c et
I’axe des abscisses est A = — f01 f(x) dx U. A. car
la courbe est sous I’axe des abscisses sur [0 ;1]
fol f(x) dx = fol(x — De?*dx

On pose u(x) = x-1 et v’(x) = ¥ d’une part et
w(x) =1 etV (x) =3 e, ainsi:

J £60 dx = [(x D3 er] foliezx dx

= [(x - 1)—62"]0 — [1 ezx]o

1
_ 2 0o_1,2,1,0_1 1,21
_gel (1)e z€°tze =5—ze°+;
_3 1.
i .
. 3 1 e“-3
L’aire sera donc — (Z -3 ez) wa.= ua.

Exercice 28.
Soit la fonction f'définie sur R par :

fx) = %(x + 1)2e72*. On désigne par c sa
courbe dans un repere orthonormé (O, f,j).

>1. xl_i)rPoo f(x) et xl_i)r_noo f(x). Que peut-on en dé-
duire ?

Jipf@

f@) = 1(x+ 1)2e 2 =

%(x2 +2x +1)e%*
&+ E+ )0
er

er

2o+ 12" T8 fwete 2275 + oo donc

M f () = oo

»2. f(x) = %(x + 1)%e72* donc
flx) = %Z(x +1)e %X + % (x + 1)?(-2)e™%*
=+ De - (x+1)%e >
=(x+De?*(1-(x+1))
= —x(x +1)e ¥
Décroissante jusqu’a -1, croissante jusqu’a 0
puis décroissante.

>3 l aire de la partle du plan hmltee par les
droites d’équations x = —1 et x = 0, la courbe c et

I’axe des abscisses sera A = f_ol f(x) dx U. A.
ffl f(x) dx = f_Ol%(x + 1)2e~2x dx

On pose u(x) = %(x + 1)2 et v’(x) = 72 d’une part
etw(x)=x+letv(x)=
Ainsi : A=f_01%(x + 1)2e~2x dx

= E (x+1)2 _ize_z"](i1 — 2 x+1) _ize_zx dx

1
—e 2X $>autre part

_1. 1 o_121 2 10 -2x
=-1—e’—-0*=e +2f_1(x+1)e dx

_ 100 -2x
= 0+2f_1(x+1)e dx

-4
On pose : u(x) = (X +1) et v’(x) = €~ 2X d’une part et
vx)=1letv(x)= —e ~2X §’autre part
A=2+ <[(x+1) ™ —ZX] = —Zde>
:L__O_L+2_l—2x
_4+2(1_Ze 0—e 2€ ]_1)
:L (1 _s_l,0,1,2
+5 ( 0—-ze 1+4€ )
-1 L n_1tp152
+ ( 0 +4e )
— 2 41,2
—8 + Se )
Donc I’aire sera eg u.a.
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