Chap 11 - Leslois a densité

L. Loi a densité sur un intervalle

On considére une expérience aléatoire et un univers associé {2, muni d’une probabilité.

1) Variable aléatoire continue

Définition :

Une variable aléatoire continue X est une fonction qui a chaque issue de Q associe un nombre réel d’un intervalle I de
R.

Exemple :
La variable aléatoire égale a la durée de bon fonctionnement d’un équipement produit en grande série est une variable
aléatoire continue.

2) Loi de probabilité a densité

Définition :

X est une variable aléatoire continue a valeur s dans un intervalle | et f est une fonction continue, positive sur I telle
que :

fI fdt=1

Dire que P est la loi de probabilité de densité f de X signifie que pour tout intervalle J inclus dans I, la probabilité
P(X € ]) est égale a I’aire du domaine :
M(x;y);x€]etO<u<f(x)} > lua

[2 f(©)dt = 15si 1=[a;b] ‘ J‘
limy oo [ f(8)dt = 1si1 = [a;+00]

Conséquences :
1) Pourtoutnombreréelcdel, P(X =¢c) =0
Eneffet, P(X =c) =P(c <X <) = [ f(t)dt = 0
2) On en déduit immédiatement que :
Pc<sX<d)=P(c<X<d)=Plc<X<d)=P(c<X<d)
3) Sil =]a; +oo[ et si ¢ est un nombre réel tel que c>a :

P(X>c)=1—P(a<X<c)=1—fo(t)dt

Remarques :
les propriétés des probabilités d’événements rencontrées dans le cas discret s’étendent naturellement au cas continu.
Par exemple :

- SiJ estle complémentaire de J dans I, alors P(J') = 1 — P(J)

SileletsiP(I')#0,si Jc I, alorsP/(J) = PS(I?)]).




II. Laloi uniforme sur [a;b]

Définition

a et b désignent deux nombres réels distincts avec a<b.

dire qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I’intervalle [a ;b] signifie que la densité de probabilité est une
fonction constante sur [a ;b].

propriété :
La densité de probabilité de la loi uniforme sur [a ;b] est la fonction f définie sur [a ;b] par : f(x) = ﬁ.

Démonstration
f est une fonction constante sur [a ;b] par f(x) = 4.

On doit avoir f:& dt =1 c’est-a-dire [6t]2 = 1, s0it 6b — a = 1.D’ou 6§ = L

b—-a

Propriété
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a ;b].
Pour tout intervalle [c ;d] inclus dans [a;b] : P(c < X < d) = ‘%Cl
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Remarques

- Par convention, choisir un nombre au hasard dans un intervalle [a ;b], c’est le choisir selon la loi uniforme sur
[a;b].

- En particulier, pour la loi uniforme sur [0 ;1] et pour tout nombre réelscetdde [0;1], P(c <X <d) =
g = d — c. Donc, la probabilité de choisir un nombre entre c et d est égale a la longueur de [c ;d]

Définition
L’espérance d’une variable aléatoire X de densité f sur [a ;b] est le nombre réel : E(X) = f; t f(t)dt

Cette définition prolonge au cadre continu la définition donnée de I’espérance d’une variable aléatoire discréte.

Propriété
X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a ;b].

Son espérance est E(X) = “ZL”
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. Leslois exponentielles

Définition

A désigne un nombre réel strictement positif .

Dire qu’une variable aléatoire suit la loi exponentielle de paramétre A sur [0; 4+oo[ signifie que sa densité de
probabilité est définie sur [0; +oo[ signifie que sa densité de probabilité est définie sur [0; +oo[ par f(x) = A e~

Propriétés
X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre A.
Pour tout intervalle [c ;d] inclus dans [0; +oo] :

1) Pc<X<d)=e -

2) PX=c)=e*

Démonstration
1) Plc<X<d)= fcdll e M dt = [_e—lt]? _ _eAd § p-Ac _ p=Ac _ p-Ad



2) PX=c)=1-P0<X<c)=1—-(eM—e?)=1-(1-e4) =%

Propriété

L’espérance d’une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de paramétre A est E(X) = 3

Démonstration (IPP + changement de variable)
E(X) = limy i f) t X Ae2dt
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Utilisons la technique d’intégration par partie pour déterminer | ;C t x Le Mdt
Onposeu(t) =tetv'(t) =Ae *etonadonc:u'(t) = letv(t) = —e M

. . x _ — X X -
Onsaitque fuv' = [uv]— [u'vAinsi: [[t x Ae~Mdt = [~te ™ ] — ["1x (—e )dt

X
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Donc E(X) = lim,,_, ;o —xe % — Ge-lx _ %)

— -1 —
—xe™* = —(xAe~*) en posant y = x4
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lim xA = +o0
_ xim Zyy _ -1 donc lim,_, ;o —xe™** = 0
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Onauradonc : E(X) = lim,_ o —xe ™ — (le‘“ - 3) =0-— (0 - 3) = % CQFD
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