Chapitre 1 — récurrence 2013-2014

l. Raisonnement par récurrence :

Axiome posé en 1889 par Peano, puis Poincaré a prouvé en 1894 qu’il était non démontrable.

Définition: Soit ny € IN. Pour montrer qu’une propriété est vraie pour tout entier n > ng, on procéde
en trois étapes :
¢ initialisation : on montre que la propriété est vraie quand n = ny.
¢ hérédité : on suppose que la propriété est vraie au rang k (c’est I’hypothése de récurrence) On
montre qu’alors elle est vraie au rang k +1.

¢ conclusion : donc la propriété est vraie pour tout n > n.

Analogie : un raisonnement par récurrence peut étre vu comme une infinité de dominos alignés et contigus : on
fait tomber le domino n° ny, de la file ; la chute de tout domino entraine la chute du suivant ; donc tous les
dominos a partir de n, tombent.

Remarque : la rédaction d’un raisonnement par récurrence en trois étapes est a savoir.

. exercices :

uO - 2
1) Montrer par récurrence que la suite définie par 3 1 est constante.
Un+1 = Zun 2
2) Onpose S, = 12 + 22 + 32+...4n? ol n est un entier naturel, n > 1

1) a) Calculer §4,S5,,53,S, .
b) Exprimer S,,; enfonctionde S, etde n.

2)Démontrez par récurrence que pour tout naturel n =1 ona: S, = w
3) Démontrer que Vn > 4,2" < n!
4) Montrez que pour tout réel positifaet Vn € N,(1+ a)" > 1+ na
5) Démontrez que pour Vn € N, 3272 — 2"*1 est divisible par 7.

6) Démontrer que la suite u définie par uy =0 et u,,; = /U, +2 atous sestermesdans [0; 2]
7) Démontrer que Vn =6, 2" > 6n+7

8) a) Démontrerque vn >3, 2" >3n+1
b) en déduire la limite de 2™ — 2n quand n tendvers +oo
9) Démontrer que Vn € N, 57+2 > 3n+2 4 4n+2
10) Démontrez que pour tout entier n > 1, n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 6.
k 1

, * n —_ = R
11) Démontrer que Vn € N*, k=13 1)1 (n+1)!

12)  Montrer que pour tout n =1, 3 X 52071 4 2372 est divisible par 17.
13) Démontrer que Vn € N, 4™ — 1 est divisible par 3.
14)  Soit la suite u définie par uy et uyyq = u, +6n+ 30

a) montrer que si ugest pair alors uy,, I'est aussi

b) montrer que si u,est un multiple de 3 alors u;,; I'est aussi

c) trouver une condition suffisante pour que les termes de u soient divisibles par 6.
n+1

15) démontrer que Vn = 6, (1 — 212) (1 — 312) (1 — n_lz) =
16) pour quels n a-t-on 2™ > 2n

; 2
17)  montrerque Vn €N, YiZpi® = [n(n2+1)]

18)  Soit u définiepar uy; =5et Vn=>2:u, =2u,_;1—n,
démontrer que Vn € N*, u, = 22" 1+ 1) +n

19) soit B,: «9divise 10™ + 1 »,
montrer I’hérédité, que peut-on dire de P,, P;, P, et P; , faire une conjecture.
Démontrer que Vn € N, 9divise 10" — 1 en déduire que Vn € N P, est fausse.
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