Chap - Equation différentielle

L. Equation différentielle dutype y'+ay =b.

a. Cas de I'’équation homogéne y' + ay =0

Théoréme :

Soit 'équation différentielle y' + ay = 0, ot a est un nombre réel et ol y est une fonction de la variable x définie
et dérivable sur R.

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme: x - 1 e~%* ou A est une constante réelle.

Exemple (premiere partie)

On a un circuit constitué d'un interrupteur, d’'une résistance d'impédance R et d’'un condensateur de capacité C
Le but est de déterminer la tension U aux bornes du condensateur quand on referme 'interrupteur.

Si U(t) estla tension aux bornes d’'un condensateur a I'instant ¢, alors i(t) I'intensité en sortant sera donnée par
la formule i(t) = CU'(t).

Réponse : Quand on ferme le circuit la loi des mailles donne RI+U=0 et donc:

1
RCU'(t) + U(t) = 0 ouencore U'(t) + % U(t) = 0 et donc la fonction U sera de la forme U(t) = le &e"

b. Cas de I'équationy’' + ay=b

Théoréme :

Soit I’équation différentielle y' + ay = b, ol a et b sont deux réels, avec a # 0, et o y est une fonction de la
variable x définie et dérivable sur R.
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Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme x - A e~%* + ~ou A est une constante réelle.

Exemple (deuxiéme partie)
Méme question quand on rajoute au circuit un générateur donnant un courant de tension constante U;.
Réponse: RCU'(t) + U(t) = Uy < U'(t) + é U(t) = % donc la fonction U sera de la forme :
1 E 1
U(t) = de re' + EE = Je R + Ug

RC

Théoréme :
Soit x( et y, deux réels. L'équation différentielle y' + ay = b, ou a et b sont deux réels, avec a # 0, admet une
unique solution f vérifiant la condition f (x,) = y,.

Exemple (troisieme partie)

Méme question si I'on sait maintenant qu’a I'instant t = 0 la tension aux bornes du condensateur est U,
1

Réponse : de I'énoncé on déduit Uy = Ae Re 4 Us ® Uy =21+ Ug ouencore: A = Uy — Ug ainsi

1
U(t) = (Uy — Ug)e ®e" + Uj; siI’énoncé nous donne Uy, Ug, R et C on maitrise parfaitement la fonction !

II. Equation différentielle du type y" + w2y =0

a. Cas de I'équation y"' + w?y =0

Théoréme :

Soit I’équation différentielle y'' + w2y = 0, ol w est un nombre réel non nul et ou y est une fonction de la
variable x définie et deux fois dérivable sur R.

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme

X+ Acos wx + usin wx,

ou A et u sont des constantes réelles.

b. Solution vérifiant des conditions initiales

Théoréme :

Soient x, et y, ety trois réels. L'équation différentielle y” + w?y = 0, ol w est un nombre réel non nul,
admet une unique solution f vérifiant les conditions : f(xy) = yo et f'(xy) = 1



