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Triangle et droite des milieux
Démonstration du premier théorème

Dans la figure ci-contre, I est le milieu de [AB] et J celui de [AC]. 
Tracez la droite (IJ)

Tracez K le symétrique de I par rapport à J.

Partie 1

Conjecturez la relation entre les droites (IJ) et (BC), le reste de la partie 1 servira à prouver votre conjecture.
(IJ) semble être parallèle à la droite (BC)

a) Quelle est la nature de AICK ?  Prouvez le.

K est le symétrique de I par rapport à J donc d’après les propriétés de la symétrie centrale J est le milieu de [IK].

De plus 
l’énoncé nous dit que J est le milieu de [AC] , or « Si un quadrilatère a ses diagonales qui se coupent en leur milieu, alors c’est un parallélogramme », donc AICK est un parallélogramme.

b) Que peut on en déduire
 concernant les longueurs AI et CK, puis les droites (AI) et (CK) ?
AICK est un parallélogramme, or «  si un quadrilatère est un parallélogramme, alors ses côtés opposés sont paralléles et de même mesure », donc AI = CK et (AI) // (CK).
c) Que peut on en déduire concernant les longueurs IB et CK, puis les droites (BI) et (CK) ?
I est le milieu de [AB] donc AI = IB, or
 AI = CK donc IB = CK

I est sur (AB) donc les droites (AI) et (IB) sont confondues, or (AI) // (CK) donc (IB) // (CK).

d) Déduisez en la nature du quadrilatère IBCK 
On sait (voir c) ) que IB = CK et que (IB) // (CK) or « si un quadrilatère a deux côtés parallèles et de même mesure alors c’est un parallélogramme » donc IBCK est un parallélogramme. 
e) Conclusion : Que peut on en déduire concernant les droites (IJ) et (BC) ?
IBCK est un parallélogramme, or «  si un quadrilatère est un parallélogramme, alors ses côtés opposés sont parallèles», donc (KI) // (CB).

J étant sur (KI) les droites (IJ) et (IK) sont confondues, de plus (KI) // (CB) donc (JI) // (CB)..
f)  quel théorème liant les hypothèses de l’exercice et cette conclusion a-t-on prouvé ? 

Si une droite coupe deux des côtés d’un triangle en leur milieu alors elle est parallèle au troisième côté

Partie 2

a) Que représente le point J pour le segment [IK] ?  Exprimez IJ en fonction de IK.

K est le symétrique de I par rapport à J donc d’après les propriétés de la symétrie centrale J est le milieu de [IK] donc IJ = ½ IK.
b) Compte tenu de la nature de IBCK, que peut on dire de IK et de BC.
IBCK est un parallélogramme, or «  si un quadrilatère est un parallélogramme, alors ses côtés opposés sont de même mesure», donc KI = CB.
c) Conclusion : déduisez en une expression de IJ en fonction de BC.
IJ = ½ IK et KI = CB donc IJ = ½ BC.
d)  quel théorème liant les hypothèses de l’exercice et cette conclusion a-t-on prouvé ? 
Si un segment à pour extrémités les milieux de deux des côtés d’un triangle alors sa mesure est la moitié de celle du troisième côté.
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Démonstration du second théorème 

Hypothèses : 
ABC triangle, I milieu de [AB]. 
(D) la parallèle à (BC) passant par I coupe [AC] en J. 

On note J’ le symétrique de J par rapport à I. 

a) Sur quelle droite se situe J’ ?

J’ est le symétrique de J par rapport à I donc d’après les propriétés de la symétrie centrale I est le milieu de [JJ’], donc J’ est sur (IJ)
 .
b) Quelle est la nature du quadrilatère AJ’BJ ?
On vient de montrer que I est le milieu de [JJ’] de plus l’énoncé nous dit que I est aussi le milieu de [AB], or « Si un quadrilatère a ses diagonales qui se coupent en leur milieu, alors c’est un parallélogramme », donc AJ’BJ est un parallélogramme.
c) Que peut on en déduire sur AJ et BJ’ puis sur (BJ’) et (AJ) et enfin sur (BJ’) et (JC). 
AJ’BJ est un parallélogramme, or «  si un quadrilatère est un parallélogramme, alors ses côtés opposés sont parallèles et de même mesure », donc AJ = BJ’ et (AJ) // (BJ’).
J est sur (AC) donc (AJ) et (JC) sont confondues, de plus (AJ) // (BJ’) donc (JC) // (BJ’).
d) Quelle est la nature de BJ’JC ?
On vient de montrer que (JC) // (BJ’) de plus (D) (autrement dit (JJ’) ) est parallèle à (BC), or « si un quadrilatère a ses côtés parallèles deux à deux alors c’est un parallélogramme » donc BJ’JC est un parallélogramme.
e) Que peut on en déduire sur BJ’ et JC, et donc sur AJ et JC.
BJ’JC est un parallélogramme, or « les parallélogramme ont leurs côtés opposés de même mesure
 » donc BJ’ = JC. De plus on a déjà montré que AJ = BJ’ (question c) ) donc AJ = JC.
f) Conclusion : Que peut on en déduire quant à la position de J sur le segment [AC]
On sait que AJ = JC et que J est sur [AC] donc J est le milieu de [AC]
g)  quel théorème liant les hypothèses de l’exercice et cette conclusion a-t-on prouvé ? 

Si une droite coupe un côté d’un triangle en son milieu en étant parallèle à un deuxième côté, alors elle coupe le troisième en son milieu. 





















�Ça permet d’utiliser la conclusion de la phrase précédente comme partie des hypothèses.


�Ça sous entend qu’on va utiliser la conclusion de la question précédente comme (partie de l’) hypothèse.


�Or sert à ajouter les hypothèses, on aurait pu mettre les hypothèses entre accolade. 


�Ou encore sur (D) ce qui revient au même.


�Ainsi formulé c’est une propriété, avec « si …, alors ….. » ça  s’appelle un Théorème.





