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Chap 4. Fonctions et limites

l. Les fonctions de référence

1*" exemple : f : x — x?

10°
1016

10°
1012

10*
10°

X 10°
f(x) = x° 10°

f est croissante, de plus, x2 > x dés que x > 1, donc lorsque
X devient grand, f(x) aussi.

Vocabulaire : On dit que la fonction f : x = x? a pour
limite +oo en +oo.

Notation : lim x2 = 4+
X—+o0

I I I I
fffffffffffffffffffffff

4t

(x) = x?

2°exemple: f : x % pour xe]0,+oo[,

: f(x) €10, 0]
"
L X 1 | 01 [ 10°]10°] 10° | 10°
! fod=1/x[ 1 | 10 | 10° [ 10* | 10° | 10°
! 0
Eaaaa=SERRERRRREE Lorsque x s’approche de 0, les valeurs de f(x)
\ augmentent trés rapidement.
i
I Vocabulaire : On dit que la fonction f : x % a pour
; limite +oo0 en 0 sur ]0,+oo].

Notation : lim1 = 4o, on note aussi :
x—0Xx
x>0

Autres exemples :

x—0

1
lim == +o0
+ X

»1. Pourtoutxde R, f: x> x" neR”

=X

Pour tout ne R~ lim x = +oo
X—+0o0
Sinestimpair lim x" = —oo
X—>—00
Sinestpair lim x® =400
X—>—00

»2. Pourtoutxde R, f:x— x,
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lim vx = +o0

X—+00

»3. Pourtoutxde R, f: xn—>xin, neR”

lim in=0et lim in=0
x>+ X X—>—00 X
Si n est pair alors lim — = 400
x-0x

Si n est impair alors lim — = +oo et lim— = —oco
x—0X x—0 X
x>0 x<0

» 4. Pour tout x de R, f: x> cos x et g: X > sin X

Fg) =sinx [

f(x) = cos x

Les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite ni en —oo, ni en +oo.
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I1. Opérations sur les limites

aec Roua=+woua=-mo, LeR

[0 Somme de fonctions.

Si llmffu(X) L L L +00 +00 —0
et )lcl_r}; v(x) L’ 400 —o0 ~+00 —00 —00

Alors lim[u() + v | L+L’ +oo w0 +oo o —
x>a indéterminée

O Produit de fonctions.

Si )lci_r};u(x) L L=0 0 +00 ou —o0
et )l(i_r)r;v(x) L +00 OU —00 +00 Ou —00 400 Ou —o0
alors lim[u(x) x v(x)] | LxL’ +0<3 ou —oo s§:lon la _ I’:OI’m(_e ; +o<\> ou —oo Sf:lon la
x>a regle des signes indéterminée regle des signes
[ Inverse d’une fonction.
Sihnnux) L#0 0" 0" +o0 —0
alors hm — 1 —0 +o0 0 0
u(x) L
[0 Quotient de fonctions.
Si }Ci_r:%u(X) L L0 L 0 |+4o0ou—o +00 OU —o0
et limv(x) L’=0 0"ou0 +oou—o| 0 |+ ou—-o L’
alors lim 22 L *o0 ou —o selon la 0 _ Forme +o0 ou —oo selon la
xX=a v(0) L’ regle des signes indéterminee regle des signes
Exemple.

>1. f(x) = x* +—, Jim x? = 400 et llmoo%—OdonC lim_ x2+——+oo
»2. f(X')—( X+7)\/_ 11m —x+7=—et llm\/_ +ood0ncxl_l)gloo(_x+7)ﬁ:_

»3. f(x) =— - sur 15, +oo[ hmx 5=0" donc lim — = +oo
x>5 x=5"
_ 2x—3 _ — — -3 _ _
>4 f(x) = — sur ]—1,+oo[, me} x+1=0 ethrr; 2x+3= lim, x+1 =

Exemples de forme indéterminées.
»1.f(x) = x? + 4x sur R, 11m x% = +oo et xl_1)g1004x = —oo, la forme est donc indéterminée.

Lorsqu’on a une forme 1ndeterm1nee on transforme 1’écriture de la fonction pour lever I’indétermination.
fx) =x? (1 +%), Jim x* = +oo et lim (1+2)=1donc Jim x2 + 4x = +o0

X—>—00
»2.9(x) = % sur ]—oo,—1[U]—-1,+o[, xl—lﬂozx —3=+4oet xlirpwx + 1 = 400, la forme est donc
indéterminée.
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3
x(2-2) 22 3 1 22-3 _ 2

X/ — X i —_—= i - = i = -=
x(1+l) = —fH;, xl_l)[il_”looz ~=2et xl_l)t_{lool +-=1donc xl_l)r_Eloo T =1=2

3

gx) =

Théoreme de Composition des fonctions.
Soit u et v deux fonctionsetw : x - vou(x)
Silimu(x) = b et limv(y) = L alors limw(x) = L
x-a y—-b x—a

Théoréme des gendarmes. Si u(x) < f(x) < v(x) et xlirllwu(x) = xliglwv(x) = L alors xlipwf (x) = L.
Exemple.
flx) = C(;% sur ]0,+oo[, pour tout X —1 < cosx < 1 donc ;—21 < Cf% < xiz

or lim =3 = lim —=0donc lim <=0,
x—+00 X x—+00 X x>+ X

Théoréme. Si u(x) < f(x) etsi xl_i)lpoou(x) = +oo alors xl_i)rpoof(x) = 400,

I11. Les asymptotes

Le terme « asymptote » signifie que la courbe représentative de la fonction se rapproche indéfiniment
d’une autre courbe en un point ou en I’infini sans jamais la couper. x=0

Y

Exemple. La fonction inverse f : x '_);_lc ]
Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proche de 0, les points de

la courbe représentative de f sont de plus en plus proches de I’axe des y|=0,
ordonnées. }

Vocabulaire. On dit que I’axe des ordonnées, d’équation X = 0, est
une asymptote verticale de la courbe de f.

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes en valeur absolue, les points de la courbe
représentative de f sont de plus en plus proches de 1’axe des abscisses.

Vocabulaire. On dit que I’axe des abscisses, d’équation y = 0, est une asymptote horizontale de la
courbe de f en +oo et en —oo.

Propriété. Soit f une fonction telle que !cil‘,}f(x) = 400 OU kiﬁrgf(x) = —oo, alors la courbe représentative

de f admet une asymptote verticale d’équation x = a.
Propriété. Soit f une fonction, si xl_i)rpoof(x) =Lou xl_i)r_noof(x) = L alors la courbe représentative de f

admet une asymptote horizontale d’équation 'y = L.

Propriété. Soit f une fonction, si xl_i)rpm[f(x) —(ax+b)]=0o0u xl_i)r_noo[f(x) —(ax+ b)] =0alors la
courbe représentative de f admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b.

Exemple. Asymptote oblique

x2—2x—2 , . c
f(x) ===, onécrit f sous la forme f (x) = ax + b + —
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c (ax+b)(x—2)+c ax*+(—2a+b)x—2b+c
ax + b+ = =
x—2 x—2 x—2
a=1 (a=1
donc{—2a+b=—2 soitih =0
—2b+c= —22 c=-2 ,
— 2 Pan = im —2 =
Done f(x) =x+— d’ou f(x) —x = — et lim —==0

Donc la courbe de f admet une asymptote oblique d’équation y = X.
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