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I. La fonction logarithme népérien

Définition.
On appelle logarithme népérien la primitive de la fonction x = i définie sur ]0,+oo[ s’annulant
pour x = 1. On note cette fonction x ~ Inx.
Donc, par définition :
e Inx est définie pour x > 0.
e In1=0

e la fonction In est dérivable sur ]0,+oo[ et pour tout x >0, In'x = i

Théoréme.

Pourtouta>0eth>0

In(ab) = In(a) + In(b) i.e. In transforme un produit en somme.

Démonstration.

On fixe a > 0 et on considére la fonction composée f,(x) = In(ax) : x - ax - In(ax)

fa est dérivable sur ]0,+oof et f' (x) = % Xa= % fa (x) est donc une primitive de %, comme In x.
Ja(x) et In x ne différe donc que d’une constante soit f (x) = In(x) + k pour x > 0.

En particulier pourx =1, f (D =In(ax 1) =In@et f (D =In(D)+k=k

On en déduit que k = In(a). Par conséquent f (x) = In(ax) = In(x) + In(a).

Propriétés.

Pourtouta >0,b>0etneN,ona:

UOln (2) = —In(a) car In (i) +In(a) =In (i X a) =In(1)=0

Oln (%) =In(a) —In(b) carln (%) =1In (a X %) =In(a) +In (%) = In(a) — In(b)
Oln(a™) = n x In(a) car pour n =2, In(a?) = In(a X a) = In(a) + In(a) = 2In(a)

Oln(vVa) = % x In(a) car In(a) = In (\/Ez) = 2In(va)

II. Variations et courbe

Théoréme.
La fonction logarithme est strictement croissante sur ]0,+oo|.
xl_i)rpoolnx = +oo et }Ci_r)%lnx = —oo. L’axe des abscisses est une asymptote verticale a la courbe de In.
x>0
X 0 1 +00
, 1
In'x =— +
x
400
—00
X 0 1 +o0
Inx - +
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Démonstration.

Oln'x = % > 0 sur ]0,+oo].

[ Pour tout x€]0,+o0[, on peut écrire x en notation scientifique x = a X 10" oune Net 1 <a <10
alors In(x) = In(a x 10™) = In(a) + nIn(10)

or lorsque x tend vers +oo, n tend aussi vers +oo , de plus In(10)>0 donc xl_i)rjpooln(x) = xl_i)rpooln(a) +
nin(10) = +o

Oln(x) = —In G) or lim 1= +oo donc lim In(x) = — lim In G) = —0o0

x—= 0 x—= 0 x— 0

Courbe de la fonction In.

Conséquences.

Pour tous nombres réelsaetb,a>0etb >0
Ona=Inb & a=>»b

Ona<lnb & a<b

Ona<Inb & a<b

Exemple.
Résoudre In(x2 +1) =0
In(x?+1)=0=hleox2l+l=1<x2=0<x=0.

Théoreme des croissances comparées.

Soit xe]0,+o[ et ne N, lim ln—f =0ect limx"lnx =0
x—>+00 X x_)0+

I1I. Dérivation et approximation

Théoréme.
Si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans ]0,7oo[ 1.e.u : x El
u(x) €10, +oo[ alors f(x) = In[u(x)] = In o u(x) est définie et dérivable sur I et f'(x) = %
Exemples.
» 1. Soit la fonction f(x) = In(x? — 4x + 5) définie sur R. Déterminer f'(x).
, 2x —4

, f(x)_x2—4x+5

»2. Soit la fonction f(x) = xzil définie sur R. Déterminer les primitives de f.

F(x) = In(x? + 1) + k ou k est une constante réelle.
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Remarque.

Soit la fonction f : h = In(1 + h) sur ]—1,+o0[

f'(th) = ﬁ, la tangente de fen h=0esty = f'(0)(x — 0) + f(0)
doncy = x. : | :
Cela signifie que lorsque # est tres proche de 0, la fonction f(h) = 1
In(1 + h) peut étre approximer par la fonction linéaire g(h) = h. k ‘ 1

Conséquence.
. Inth+ 1
lim—————= =

S0
= =1

IV. primitives de ud/ u

Théoréme :
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Si pour tout élément x de I, u(x) > 0 alors les primitives de la fonction f définie par f(x) = 1; ((;C))
sont définies sur I par F(x) = In(u(x)) 4+ C ou C est une constante réelle.
Si pour tout ¢lément x de I, u(x) <0 alors les primitives de la fonction f définie par f(x) = 1; ((;C))

sont définies sur I par F(x) = ln(—u(x)) + C ou C est une constante réelle.

Exemple :
Soit f'la fonction définie sur ]3 ; +oo[ par f(x) = 3x — 2 +
On pose u(x) = 6 — 3x et donc u'(x) = —3
.. 5 5 -3
Ainsi f(x) =3x — 2 to= 3x — 2 t S,
u'(x)

5
6—3x

Je reconnais sur ]3 ; +oo[ on a : u(x) fonction dérivable, u(x) < 0 donc :

xZ

2

u(x)

5 3 5
F(x) =3 2x+_—31n(—(6—3x)) :§x2—2x+_—31n(3x—6)

V. Equations et inéquations

Définition.
e est I’'unique nombre réel tel que In e =1, e€]0,+oo[
avec une calculatrice : e 2,718

Propriété.
Vne N lne™ =n
Démonstration.
Ine® =nlne=nx1=n
Exemples.

» 1. Résoudre In(x — 4) = 5.
In(x — 4) n’est définie que pour x > 4.
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In(x —4)=Ine® & x—-4=e>>0 & x=¢€%+4 doncs ={e®+ 4}
»2. Résoudre In(x — 3) < 2.

In(x — 3) n’est définie que pour x > 3.
In(x—3)<Ine? & 0<x-3<e? & 3<x<e?+3doncs=1]3e2%+3]
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