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I. La fonction exponentielle 

 

Rappel. 

On rappelle que la fonction logarithme népérien 

est définie et dérivable sur ]0,+∞[. 

Pour tout x de ]0,+∞[, ln′𝑥 =
1

𝑥
> 0 donc ln x est 

strictement croissante, lim
𝑥→0

ln𝑥 = −∞ et 

lim
𝑥→+∞

ln𝑥 = +∞. 

 

 

Définition. 

Soit yℝ, l’équation y = ln x, d’inconnue x, admet une solution unique notée exp(y) = e
y
. 

On définit ainsi la fonction exponentielle notée 
Exp ∶   ℝ →  0, +∞ 

          𝑦 ↦ exp(𝑦) = 𝑒𝑦 = 𝑥    ⇔     𝑦 = ln𝑥
 

 

Exemple. 

e
0
 est la solution de l’équation ln𝑥 = 0 donc 𝑒0 = 1 

e
1
 est la solution de l’équation ln𝑥 = 1 donc 𝑒1 = 𝑒 la constante de Neper. 

 

Propriété. 

Pour tout x ℝ, 𝑒𝑥 > 0 et ln 𝑒𝑥 = 𝑥. Pour tout x]0,+∞[, 𝑒ln 𝑥 = 𝑥. 

On dit que les fonctions exp et ln sont réciproques l’une de l’autre. 

 

Propriété. 

Pour tout a ℝ et b ℝ, 𝑒𝑎+𝑏 = 𝑒𝑎 × 𝑒𝑏 i.e. exp transforme une somme en produit. 

 

Démonstration. 

e
a
 = A et e

b
 = B donc 𝑎 = lnA et 𝑏 = lnB 

𝑒𝑎+𝑏 = 𝑒lnA+lnB = 𝑒ln A×B = A × B = 𝑒𝑎 × 𝑒𝑏 
 

Conséquences. 

Pour tout a ℝ, b ℝ et n ℕ,       𝑒−𝑎 = 1

𝑒𝑎
 𝑒𝑎−𝑏 = 𝑒𝑎

𝑒𝑏
 et   𝑒𝑎 𝑛 = 𝑒𝑛𝑎 

 

 

II. Variations et courbe 

 

Théorème. Dérivation de l’exponentielle. 

La fonction exponentielle est définie et dérivable sur ℝ et  𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥. 

 

Démonstration. Pour tout x ℝ, ln𝑒𝑥 = 𝑥, en dérivant 
 𝑒𝑥 ′

𝑒𝑥
= 1 et donc  𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥. 

 

Conséquence. 

La fonction exponentielle est strictement croissante sur ℝ car  𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥 > 0 pour tout x ℝ. 

 

Théorème. Limites de l’exponentielle. 

lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 et lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞, la courbe de l’exponentielle admet donc une asymptote horizontale 

d’équation y = 0 lorsque x tend vers ∞. 
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Tableau de variations. 

x ∞                                                                      +∞ 

 𝑒𝑥 ′ = 𝑒𝑥 + 

𝑒𝑥 

+∞ 

 

 

    0 

donc 

x ∞                                                                     +∞ 

𝑒𝑥 + 

 

Courbe de la fonction exponentielle.  

(parler un peu plus de la symétrie entre les courbes de 

exp(x) et ln(x) par rapport à la droite d’équation y=x) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Théorème. Croissances comparées. 

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
= +∞, lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

 𝑥
= +∞, lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

ln𝑥
= +∞ 

 

Pour tout n ℕ *
  

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥𝑛
= +∞ et lim

𝑥→+∞
𝑥𝑛𝑒−𝑥 = 0 

 

lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = 0 

 

 

Exemple. 

Déterminer les limites suivantes lim
𝑥→+∞

 𝑒𝑥 −𝑥2  et lim
𝑥→−∞

 2𝑥 + 7 𝑒𝑥 

𝑒𝑥 − 𝑥2 = 𝑥2  
𝑒𝑥

𝑥2 − 1  or lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥2 = +∞ et lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞ donc lim
𝑥→+∞

 𝑒𝑥 − 𝑥2 = +∞ 

 2𝑥 + 7 𝑒𝑥 = 2𝑥𝑒𝑥 + 7𝑒𝑥, lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = 0 donc lim
𝑥→−∞

2𝑥𝑒𝑥 = 0 et lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 donc lim
𝑥→−∞

 2𝑥 + 7 𝑒𝑥 = 0 
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III. Dérivation et approximation de l’exponentielle 

 

Théorème. 

Si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I alors 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑢 𝑥 = exp ∘ 𝑢 𝑥  est définie et 

dérivable sur I et 𝑓′ 𝑥 =  𝑒𝑢 𝑥  
′

= 𝑢′ 𝑥 × 𝑒𝑢 𝑥 . 
 

Exemples. 

1. Soit la fonction 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥2−5𝑥+1 définie sur ℝ. Déterminer𝑓′ 𝑥 . 

𝑓′ 𝑥 =  2𝑥 − 5 𝑒𝑥2−5𝑥+1  

2. Soit la fonction 𝑔 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥2
 définie sur ℝ. Déterminer les primitives de g. 

𝑔 𝑥 =
1

2
×  2𝑥𝑒𝑥2

  donc G 𝑥 =
1

2
𝑒𝑥2

+ 𝑘 où k est une constante réelle. 

 

 

Remarque. 

Soit la fonction exponentielle 𝑓 ∶   𝑥 ↦ 𝑒𝑥  sur ℝ 

𝑓′ 𝑥 = 𝑒𝑥 , la tangente de f en x = 0 est 𝑦 = 𝑓′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓 0   
donc 𝑦 = 𝑒0 𝑥 − 0 + 𝑒0 = 𝑥 + 1. 

Cela signifie que lorsque x est très proche de 0, la fonction 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥  peut être 

approximé par la fonction affine 𝑔 𝑥 = 𝑥 + 1. 

 

 

 

IV. Les fonctions puissances 

 

Remarque. 

Pour tout a > 0 et n ℕ : 𝑎𝑛 = 𝑒ln𝑎𝑛 = 𝑒𝑛×ln𝑎 

 

Définition. 

Soit a > 0 et x un nombre réel, on convient de définir a
x
 par 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥ln𝑎 

 

Exemple. 

5
1
2 = 𝑒

1
2

×ln5 = 𝑒ln 5 =  5,     8
1
3 = 𝑒

1
3

×ln8 = 𝑒
1
3

×ln23

= 𝑒ln2 = 2 =  8
3

,     6−2,4 = 𝑒−2,4×ln6 = 1

𝑒2,4×ln6 ≈ 0,01357 

 

 

Conséquence. 

Soit a > 0 et x un nombre réel, ln𝑎𝑥 = 𝑥ln𝑎. 

 

 

Définition. 

Pour tout réel , la fonction f définie sur ]0,+∞[ par 𝑓α 𝑥 = 𝑥α = 𝑒αln𝑥 est appelée fonction puissance . 

 

Exemple. 

Pour α =
1

2
, 𝑓1

2

 𝑥 = 𝑥
1
2 = 𝑒

1
2

ln𝑥 = 𝑒ln 𝑥 =  𝑥 c’est la fonction racine carrée sur ]0,+∞[. 

 

 

Propriétés. 

 Sur ]0,+∞[ 𝑓′α 𝑥 =  𝑥α ′ = α𝑥α−1 

 Si  > 0 : lim
𝑥→+∞

𝑥α = lim
𝑥→+∞

𝑒αln𝑥 = +∞  et   lim
𝑥→0

𝑥α = lim
𝑥→0

𝑒αln𝑥 = 0 
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    Si  < 0 : lim
𝑥→+∞

𝑥α = lim
𝑥→+∞

𝑒αln𝑥 = 0  et   lim
𝑥→0

𝑥α = lim
𝑥→0

𝑒αln𝑥 = +∞ 

 

Démonstration. 

 Sur ]0,+∞[ 𝑓′α 𝑥 =  𝑒αln𝑥 
′

= 𝑒αln𝑥 × α

𝑥
= 𝑥α × α

𝑥
= α𝑥α−1. 

 Si  > 0 : lim
𝑥→+∞

αln𝑥 = +∞    ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥α = +∞  et   lim
𝑥→0

αln𝑥 = −∞    ⇒ lim
𝑥→0

𝑥α = 0 

Si  < 0 : lim
𝑥→+∞

αln𝑥 = −∞    ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥α = 0  et   lim
𝑥→0

αln𝑥 = +∞    ⇒ lim
𝑥→0

𝑥α = +∞ 

 

Tableau de variations. 

Cas  > 0 : 

x 0                                                                     +∞ 

𝑓′α 𝑥 

= α𝑥α−1 
+ 

𝑓α 𝑥 = 𝑥α 

+∞ 

 

 

    0 

 

Cas  < 0 : 

x 0                                                                     +∞ 

𝑓′α 𝑥 

= α𝑥α−1 
 

𝑓α 𝑥 = 𝑥α 

+∞ 

 

 

    0 

 

 

Théorème. Croissances comparées. 

 > 0 lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥α
= +∞,  lim

𝑥→+∞
𝑥α𝑒−𝑥 = 0 (autrement dit lim

𝑥→−∞
𝑥α𝑒𝑥 = 0 ) et lim

𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥α
= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Définition. 

Soit n entier strictement positif 

Pour α =
1

𝑛
 et x > 0, 𝑓1

𝑛

 𝑥 = 𝑥
1
𝑛 =  𝑥𝑛   c’est la fonction racine n

ième
. 

x > 0 et y > 0 : 𝑦 =  𝑥
𝑛

    ⇔     𝑦𝑛 = 𝑥. 
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