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I. La fonction exponentielle

Rappel.
On rappelle que la fonction logarithme népérien
est définie et dérivable sur ]0,+oo].

Pour tout x de ]0,+oo[, In'x = % > (0 donc In x est
strictement croissante, }Ci_f}(}lnx = —oo et

lim Inx = 400, 1y
xX—+00

Définition.

Soit yeR, I’équation y = In X, d’inconnue X, admet une solution unique notée exp(y) = ¢’.

Exp : R—]0,+0o[
yeexp(y)=e’=x & y=lInx

On définit ainsi la fonction exponentielle notée

Exemple.
e’ est la solution de I’équation Inx = 0 donc e® = 1
e! est la solution de ’équation Inx = 1 donc e! = e la constante de Neper.

Propriété.
Pour tout xe R, e* > 0 et In(e*) = x. Pour tout xe]0,+oo[, e"® = x,
On dit que les fonctions exp et In sont réciproques 1’'une de 1’autre.

Propriété.
Pour tout ac R et be R, e?*b = e x e? i.e. exp transforme une somme en produit.

Démonstration.

e=Aete’=Bdonca =InAeth = InB
ea+b — elnA+lnB — eln(AxB) =AXB=¢e%X% eb

Conséquences.
a
Pourtoutae R, be Retne N, e %= erh =5 et (e = ena

a

I1. Variations et courbe

Théoréme. Dérivation de I’exponentielle.
La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et (e*) = e*.

Démonstration. Pour tout xe R, Ine* = x, en dérivant (e% = 1 et donc (e*) = e~.

Conséquence.
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R car (e*) = e* > 0 pour tout xe R.

Théoréme. Limites de I’exponentielle.
lim e* =0et lim e¥ = 400, la courbe de I’exponentielle admet donc une asymptote horizontale

X—>—00 xX—>+o0

d’équation y = 0 lorsque x tend vers —o.
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Tableau de variations.

X —00 +00
(€M) = e~ +
+o0
ex /
0
donc
X —00 +00
e* +

(parler un peu plus de la symétrie entre les courbes de
exp(x) et In(x) par rapport a la droite d’équation y=x)

Théoréme. Croissances compareées.
X X X
lim £ =400, lim & =400, lim = = 4o
x—+00 X x— 400 VX x—-+o00 Inx
Pour tout ne N~

. X .
lim £ =+coet lim x"e™* =0
xX—+00 X xX—+00

/125215é%éél‘oill‘zlélﬁl‘sieﬁx

lim xe* =0
X——00

Exemple.
Déterminer les limites suivantes lim (e* — x?) et lim (2x + 7)e*

X X
e —x2=x?(5—1)or lim 5 =+ocoet lim x> = +oo donc lim (e* —x2) = +o0
X X—+o00 X xX—+00 X—+400

2x + 7)e* = 2xe* + 7¢e*, xgrpwxex = (0 donc xl_i)r_nOOerx =0et xl_i)r_g)e" = 0 donc xH[nw(Zx +7)ex=0
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I11. Dérivation et approximation de I’exponentielle

Théoreme.
Si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle | alors f(x) = e*®) = exp o u(x) est définie et

dérivable sur I et f'(x) = (e*®) =u'(x) x e*®™).

Exemples.

» 1. Soit la fonction f(x) = eX*=5x+1 définie sur R. Déterminerf’(x).

f'(0) = (2 = 5)e* ~5H

»2. Soit la fonction g(x) = xe*” définie sur R. Déterminer les primitives de g.
gx) = % X (er"z) donc G(x) = %exz + k ou k est une constante réelle.

Remarque.

Soit la fonction exponentielle f : x = e* sur R

f'(x) =e*, latangentedefenx=0esty = f'(0)(x — 0) + f(0)
doncy =e’(x—0)+e® =x + 1.

Cela signifie que lorsque x est trés proche de 0, la fonction f(x) = e* peut étre
approximé par la fonction affine g(x) = x + 1.

IV. Les fonctions puissances

Remarque.
Pourtouta>0etn eN : g = elna" = gnxlna

Définition.
Soit a > 0 et x un nombre réel, on convient de définir a* par a* = e*Ina

Exemple.

1 1 1 1 1em23 3 -2,4 1
52 = erlnS = eln\/g = \/§, 83 = e3><ln8 = e3XIn2 = ean =2 = \/§1 6 v = e_2:4><1n6 = S2AXIn6 =~ 0,01357

Conséquence.
Soit a > 0 et x un nombre réel, Ina* = xlna.

Définition.
Pour tout réel o, la fonction f, définie sur ]0,+oo[ par f _(x) = x* = e®n* est appelée fonction puissance a.

Exemple.

1 1 L . . .
Pour a = > fi(x) = x2 = e2™ = I = ¥ ¢’est la fonction racine carrée sur ]0,+oo[.
2

Propriétés.
0 Sur 0,+oo[ f' (x) = (x0 = axe1
x=+00 x—>+00 x=0 x—0
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Sia<0: lim x*= lim e®n* =0 et limx® = lime*"* = 400
x—+o0 x—+o0 x—0 x—0
Démonstration.

! — (palnx L alnx ¢ & — oy & — a—1
O Sur J0,+oo f (x) = (e*¥) = e X —=x* X - = ax*" ",
OSia>0: lim alnx =400 = lim x*=+o et limalnx=—c0 =limx*=0
oo x+00 =0 x>0

Sia<0: limalnx=—c0 = limx*=0 et limalnx =400 = limx* =+
x—+o0 x—+00 x—0 x—0

Tableau de variations.
Casa>0:

X 0 +o0
f 0 +

= ax*1

fo(0) = x* /

X 0 +o0
[ _

= ax*1

+o0
f 00 = x° \
0

Théoréme. Croissances compareées.
X - . .
o >0 lim £ =+oo, lim x%~* = 0 (autrement dit lim x%*=0)et lim =0
xX—+00 X xX—+00 X—>—00 xX—+4o00 X

+o0

Casa<O0:

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

Définition.
Soit n entier strictement positif

1 1 , . .
Pour a = ~etx> 0, f1(x) = xn = ¥/x c’est la fonction racine n'™.
n

x>0ety>0:y="Vx & y*=nx.
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