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Chap 3. Les suites

I. Généralités sur les suites

Définition. Une suite numérique est une fonction définie sur N a valeurs dans R.
u: neNHun)=u, €R

On note (u,)en la suite de terme général u, et de premier terme uo.

U, s’appelle le terme de rang n.

Exemples.

> 1. La suite des carrés (u,),ey est définieparu : n €N - u(n) =u, = n?

4 5
16 25
9 Ug = 16 Us = 25

n

U, = n°

1l | ©|W

TRE=2l=]
1 Ll Ll
TRERLS

1000 -
900 - .
800 - .

700 | .
600 - LY
500 - .

400 4 .

300 - .

200 4 .

100 - *

»2. Lasuite (u,),enydéfinieparu : ne€N o un) =u, = (—-1)"

n 0 1 2 3 4 5
U, = (D" 1 -1 1 -1 1 -1
U=1 up=-1 u=1 us=-1 us=1 us=-1
1 . L L 3 * L * > » * L L ] L * * * L
':I T T T T T 1
5 10 15 20 25 30
-1 * * * * * L] * * # * * * * * *

Remarque. On peut définir une suite de deux fagons :

- par une formule littérale : u, = f(n), on donne la formule qui calcule u, a chaque rang n.

- par une formule de récurrence : Un+1 = f(un) et U, on donne la formule qui permet de passer d’un
terme au suivant ( appelée formule de récurrence) et on donne le premier terme.
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Exemple.
La suite des nombres entiers impairs (u,),eny OU Un=2n+1 pour tout ne N

n 0 1 2 3 4 5
Un 1 3 5 7 9 11
Up=1 U= Up=5 us=9 us=11

\_/‘\_/‘\/'\/\/

On peut aussi définir cette suite par la formule de récurrence un+1= U, + 2 et Up = 1. Le terme de rang
n+1 se calcule en prenant le terme précédent c’est a dire de rang n et en ajoutant 2.

Définition.

Soit (u, ), ey Une suite,

La suite est dite croissante lorsque pour tout ne N, Un+1 > Uy

La suite est dite strictement croissante lorsque pour tout ne N, Up+1 > Up

La suite est dite décroissante lorsque pour tout ne N, Un+1 < Uy

La suite est dite strictement décroissante lorsque pour tout ne N, Up+1 < U

Exemples. 140 -

» 1. La suite des puissances de 2, (u,,) ey OU U, = 2"
pour tout ne N
Up=1,u;=2,u,=4,u3=8,us=16, us=32 ..

B0 *
Pourtoutne N, up = 2" =2x2"=2xu, > u,, la
suite des puissances de 2 est une suite strictement ]
croissante. 20
4] = T
i 2 4 [ B
>2. Lasuite (v,),endéfinie pour tout ne N par v, = .
vi=1=1v,=1v —117 =1y =1
1_1_ H 2_2l 3 4 — 4_! 5_5""
Pour toutne N, v, = n+1 < = v, Lasuite (v,),ey €St strictement décroissante.
0.8 1
0,6 1
0.4 -
0,2 : .,
i 5 i ] 20 25 30
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1. Limites des suites

Nous étudions le comportement de la suite lorsque n prend des valeurs trés grandes, c’est a dire
lorsque n tend vers +oo.

Exemples.

lim n = +o0, lim n? = 400, lim n3 =400, lim vn =+
n—-+4oo n—+oo n—+oo n—+oo

lim 1=0, lim 12=0, lim 13=0, lim £ =0

n-+oon n-+oon n—+oon n—o+oo Vi

Théoreme.

Si une fonction f admet une limite L en +oo alors la suite définie par u, = f(n) admet pour limite L
en +oo.

Exemple.
La suite (,)pen OU Uy = 5o pour tout ne N.
. +3
Soit f(x) = 2’;? alors u,, = f(n).
3 3
_ x+43 X(1+;) _ 4 . T T |
) = 50 = 2 =t done lim foo = lim 4 =7
7 - . _ 1
On en déduit que nl_l)[il_iooun =3.
3.5
3 4
25
.5
0.5 '.“‘"'""‘"'"‘!!ttbti‘iqqff
:| T
i 5 i ] 20 25 30

I11. Les suites arithmétiques

Définition. Une suite arithmétique est une suite numérique telle que 1’on passe d’un terme au
suivant en ajoutant toujours le méme réel : up+1 = U,+ a pour tout n.
Cette constante, notée a, est appelée raison de la suite.

Meéthode. Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, on vérifie que la différence Un+1 — Uy €St
constante.

Exemples.

» 1. La suite des nombres impairs (u, ), en0U U, = 2n+1 pour tout ne N, est-elle arithmétique ?
Upp1 — Uy, =2+ 1) +1—-2n+1)=2n+2+1—2n—1 =2 donc la suite (Un)neo est
arithmétique de raison 2.

» 2. Lasuite (v,),en0U v, = n? — 2 pour tout ne N, est-elle arithmétique ?
Vppr1—Vp=m+12-2—-(n?-2)=n’>+2n+1-2—-n?>+2=2n+10r2n+ 1n’est pas
constant lorsque n varie donc la suite (v, ),eyn’est pas arithmétique.

Vo= -2,vi=-1,v,=2, V3= 7,vs=14, Vs=23 ...

Théoréme.
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Soit (u,)nen Une suite arithmétique de raison a et de premier terme up alors u,, = uy + na pour
tout ne N.

Théoréme.
Soit (u,,),enyune suite arithmétique alors la somme de termes consécutifs est donnée par

prem ier terme +dernier terme
2

Somme des termes = nombre de termes X
Up + Un

U+ u+...+u, =+ 1) x 5

Exemples.
» 1. La somme des n premiers nombres entiers S = 0 + 1 + 2+...4+n ou u, = n pour tout ne N,

S=uy +u+...+u, =(n+1)xu°;u" oluy=0etu,=ndoncS=0+1+...4n=(mn+1) x
0+n
2
nn+1
1+...+n=¥

» 2. Monsieur R. a versé 100 euros a I’ouverture du compte puis il rajoute 100 euros chaque mois.
On note u, la somme dont dispose Monsieur R. au bout de la n-ieme année et up = 100.

Calculer uq, uy et uz : uy = 1300, u,=2500 et us = 3700.

Exprimer u, en fonction de n : (u,,),enune suite arithmétique de raison 1200 car Un+1 = Up +1200
donc u, = up +1200n = 100+1200n pour tout n.

Quel est le montant dont dispose Monsieur R. au bout de 5 ans ? us = 6100.

Au bout de combien d’année, Monsieur R. peut-il s’acheter une voiture 10 000€ ?

Un = 100+1200n > 10 000 donc n > 8,25 soit au bout de 9 années.

IV. Les suites géométriques

Définition.

Une suite géométrique est une suite numérique telle que I’on passe d’un terme au suivant en
multipliant toujours le méme réel b : u,,,1 = b X u, pour tout ne N.

Cette constante notée b est appelée raison de la suite.

Méthode. Pour démontrer qu’une suite est géométrique, on vérifie que le quotient % est constant.
n

Exemples.
» 1. La suite des puissances de 3 (u,),ey OU u, = 3" pour tout ne N, est-elle géométrique ?

n+1
U1 =3 — 3 donc la suite (U,)nen€St géométrique de raison 2.

Up 3

»2. Lasuite (v,),,en OU v, =+n pour tout ne N, est-elle géométrique ?

v _Jn+l _ |n+1 _ 1 1 _, . .
z:l =t /T = \/1 +-or Jl + - n’est pas constant lorsque n varie donc la suite (v, ),en

n’est pas géométrique.
Vo=0,vi=1, v, =v2,v3 =3, 14 =VE =2, v5 =/5...

Théoréme.
Soit (u,),ey UNe suite géométrique de raison b et de premier terme ug alors u,, = ug X b™ pour tout
ne N.

Exemple.

Monsieur R. a placé 1000 sur son compte épargne rémunéré a 4%.

On note u, la somme dont dispose Monsieur R. au bout de la n-ieme année et ug = 1000.
Calculer ug, uy et uz : u; = 1000x1,04=1040, u,=1040x1,04=1081,6 et uz = 1124,864.
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Exprimer u, en fonction de n : (u,),ey Une suite arithmétique de raison 1,04 car up+; = U, x1,04
donc u, = Up x 1,04" = 1000 x 1,04" pour tout n.

Quel est le montant dont dispose Monsieur R. au bout de 5 ans ? us = 1000 x 1,04° ~ 1216,65.
Au bout de combien d’année, Monsieur R. a-t-il au moins doublé son épargne ?

U, = 1000 x 1,04" > 2000 donc n > 17,67 soit au bout de 18 années.

Théoréme.
Soit (u, ), ey UNe suite géométrique de raison b = 1 alors la somme de termes consécutifs est donnée

1—(raison )nombre  termes
1—raison

1-b

par Somme des termes = premier terme X

Ug + ur+...+u, = ug X

Exemples.
» 1. Soit (u,),en UNne suite géométrique de raison b et de premier terme 1,

_pn+l
sib#1alorsu, =b" pourtoutndoncS =1+ b + b%+...+b" =11b_b
sib=1alorsu, =1pourtoutndoncS =uy +u;+...+u, =1+1+1+...+41=n+1

n+1fois

» 2. La somme des 20 premiéres puissances de 3 : S = ug + uq +... +uq9 0OU Uy = 3" pour tout ne N,

_319+1 —320 20_
173 _ 137 _ 3 711 743 392 200.

U =1doncS=1x———=—

Théoréme.
Soit (u,)nen Une suite géométrique de raison q et de premier terme Uy
Sig<1lalors lim u, =0
n——+oo
Si g = 1 alors la suite est constante égale a ug donc nlirllooun = U

Sig=-1alors u, = uy X (—1)" pour tout n donc la suite n’a pas de limite.
Siqg>1alors nl_i)rllwq” = +o00, donc nlirl’w”n = 400 selon le signe de u.
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