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TIGE — Chap 9. Calcul intégral

I. Intégrale d’une fonction sur un intervalle

Définition.
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I de R, F une primitive de f'sur I, a et b deux nombres

de I. On appelle intégrale de a a b de f le nombre réel noté F(b) — F(a) et on le note [ f fdt, a
et b sont les bornes de I’intégrale.

f(f ftdt = [F(t)]5 = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f

Exemples.
O Calculer f, (x2 + 1)dx.

3 1
La fonction f(x) = x? + 1 admet pour primitive F(x) = x? + x, donc fol(x2 +1)dx = [%3 + x] =
0

13 03 4
(5+1)-(3+0)=3
Si nous choisissons une autre primitive, 1’intégrale sera-t-elle la méme ?
1 3
Fo(x) = %3 + x + 4 est une autre primitive de f'donc fol(x2 +1)dx = [%3 +x+ 4] = (1? +1+ 4) —
0

(";+0+4)=§+4—4=§

L’intégrale est indépendante du choix de la primitive.

Sur la calculatrice : math|[9:fonctIntégr( 2,6, hJ+ 1 , ,0,1 )

OJffidt=[nt){=Ine—In1=1-0=1

I1. Interprétation graphique

Théoréme. 5
Soit fune fonction dérivable et positive sur un intervalle I, a et b deux | 7

nombres de I. [ f f(®dt représente 1’aire du domaine délimité par la
courbe ¢ d’équation y = f(x), [’axe des abscisses et les droites
verticales d’équationsx =aetx=>:
a<x<bh il
{O <y<f(®

Exemple.
Déterminer la portion d’aire comprise entre la courbe de la fonction f(x) = 2x — 1, I’axe des
abscisses et les droites x = 1 et x = 2.

Jfex—Ddx=[x?—x]; = (2*-2) - (1*-1) =2.

L’aire hachurée ici est un trapeze de base 1 et 3 et de hauteur 1.

) 1 1
Son aire est donc % = 2.

Sur la calculatrice.
) Yi=2" ] 2 W} .0,
2% [calculs| [7:/f(x)dx

-1 1 2 3
Borne Inf? 0 entreﬂ Borne Sup ? 1 /l/

Remarque.
L’aire est calculée en « unités d’aire ».
Cette unité dépend des longueurs choisies comme unité sur 1’axe des abscisses et des ordonnées.
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Remarque.
Si la fonction f'est négative alors a = — ff f(t)dt est I’aire du

domaine délimité par la courbe ¢ d’équation y = f(x), I’axe des
abscisses et les droites verticales d’équations x = a et x = b ¢’est
a dire {a =x<b

fOO<y<sO

Par convention | f f®dt < 0 lorsque la fonction fest négative.

I11. Propriétés de P’intégrale :

Théoréme. Relation de Chasles
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I et soit a, b et ¢

trois points de I.

fa “Fodt = f "Fydt + fb “Fodt

Cas particulier.

fa Pyt = — fb “Fodt

Exemple.
0

1 0 1 2 £2 1 1
f_lltldt—f_l—tdt+f0 tdt = [—71_1 +HO =+5=1

Théoréme. Linéarité de I’intégrale
Soit f'et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et soit a et b deux points de 1.
Soit a et B deux nombres réels

b b b
[ @f +Boperdt = o[ frde+p [ gerdt

Exemple.
972

2 2 2
j 61:+5 dt=6j tdt+5j lar=6lt +5[nt]? =6 2 -3 4 512 = 9.4 512
" t 1 |t 2], 2

Théoréme. Positivité
Si f'est une fonction dérivable et positive sur un intervalle [a,b], avec a < b alors [ ab f®dt = 0.

Théoréme. Intégration d’une inégalité
Soit f'et g deux fonctions dérivables sur

un intervalle [a,b]

Si pour tout ¢ de [a,b] f(t) < g(t) alors

P fwde < [P gwde

Exemple.

1 2
Donner un encadrement de [, e*"dt.

Onsait quesi 0 <7<l alors0 <7 <ten
multipliant par z.
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2 .
donc e < et” < et car la fonction
exponentielle est croissante.

On en déduit donc que fol eldt <
fyet'dt < [ etdt
Soit [t]§ < fol et’dt < [et](l) = 1< fol et'dt<e—1~1,71

Cas particulier. Inégalité de la moyenne
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a,b] avec a < b

si pour tout t€[a,b], m <f(f) <M alors m(b — a) < fab f(t)dt < M(b —a)

Interprétation graphique.

) f f(®dt représente 1’aire située entre 1’axe des abscisses et la courbe de £, x = a et x = b. Cette aire
est comprise entre I’aire du rectangle de largeur (h—a) et de longueur m la valeur minimale de fet
I’aire du rectangle de largeur (b—a) et de longueur M la valeur maximale de f.

Définition.
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle [a,b] avec a < b

On appelle valeur moyenne de f'sur [a,b] le nombre réel bfla ) f f®dt

Exemple.
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f(x) = cos?(x) affine entre 0 et .

_ 1 i 2 _ 1 T 1+ cos(2t)
Vm = mfo COS tdt = T[_—Ofo > dt

1 sin2e)]™
Vin = 2m [t + 2 ]o

_ 1 sin(2m) N sin(0)\ __ 1
Vin = E(ﬂ t— 0-= ) =3

IV. Calcul de volume :

Théoréme.

On consideére le solide limité par les plans d’équations z = a et z = b et dont la section avec les plans
parall¢les au plan de base admet une surface d’aire S(z).

Le volume de ce solide est donné par V = fab S(z)dz. .

Exemple.

On munit I’espace d’un repere orhonormé (O, L], E)
Nous cherchons a calculer le volume de la sphere de
centre O et de rayon R > 0.

S(z) est I’aire du disque section par un plan de cote z.
Le rayon de ce disque est donné par I’hypoténuse du

triangle ci-dessous : ,/RZ — 272

z
S(z) =t x (R? = z%) = iR? — iz? R

_ (R 2 .2 _ 2. iR _.np3_ R 3 R} _6mR3  2mR} _
doch—f_R(T[R nz)dz—[nRz 1'[3]_R—T[R 1'[3+T[R T = =
4mR3

3
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