Correction des exercices sur les équations différentielles

Résoudre une équation différentielle de la forme y’ = f(x) revient a chercher F une primitive de f
Exercice 7, 8 et 9 P379

y=x-2 y:7—2x+c

X3 xz
ys:X2+X+l y:?+—+x+c
ys: sin(3x) y = —cos {B8x) ‘e

3

Exercices 10,11 et 12 P379
On impose maintenant que f(1) = 0, c’est en fait assez déroutant car f(x) est déja fixé, donc en fait ce qui est demandé c’est de
trouver y la fonction telle que y(1)=0ou encore Fla prlmmve s’annulant en 1.

y=x+3 y——+3x+c doncy(l)——+3+c——+c or on doit avoir y(1) = Odoncc—77a1ns1y——+3x—§
3 3 3

y=x*-1 y:?—x+cd0ncy(l):?—1+c = c—%orondmtavmry(l):Odoncc:§a1n51y:x?—x+§

y'=e* y=e*+c donc y(1) =1+c or on doit avoir y(1) =0 donc ¢ =-1 ainsi y=e* — 1

Exercices 13 a 17P379
ici on utilise la régle du cours les solutions des équations différenticlles du genre y’=ay sont de la forme y = ke®*
—X

y’-2y=0 doncy = ke?* y’=-y/4 doncy= ke® y’+y=0 doncy=ke

1
x’-4x =0 donc x =ke* S% = x done x = ke?t

Exercice 19P379

1) y’=-5y donc y =ke™>*

2) on veut y(1)=e'% donc ke = e~1* donc k = e~ et ainsi f(x) = e 7>+ oy encore f(x) = e e 5*
_ 5(17x)

3) on veut y’(1)=1 donc -5 ke =1 et ainsi k = — et donc g(x) = —e™>* et donc g(x) = :

Exercice 20P379

1)El :y=ke?* etE2:y=ke*

2) a) y = ke donc y’ = 2ke?*Si I’on cherche une solution de E1 avec f,’(0) = 4 alors k = 2 et donc f(x) = 4e%*
b) I’on cherche une solution de E2 avec f,(0) =1 alors k=1 et donc f)(x) =e ™

3) f(x) = fi(x) — f2(X) = 4e?* — e~ on veut résoudre f(x) =0 &> 4e?* —e™* =0 @ 4e?* = e @ 4= 7%

@ In(4) = -3x @ x = =22
Exercice 21P379
1)y =ke %% 2) si f(0) = % alors k = % est donc f(x) = l e %*

— a —
3) fy e Fdx=-2® [Tle—ZX]O =—2® e~ = —2® e — 1 =8¢ 2a=1In(9) ¢ a=(-1/2)In(9)
& a=-In(3)

Exercice 22P379
On a donc ici —x’ = 100kx ou encore x” = -100kx donc x(t) =Ce 100k
Si I’on veut x(0) = 5 on aura C = 5 donc x(t) =5 100kt

Exercice 23P380

) N(t)=Ce™

2) Si N(0)= N, alors N(t) = Nye ™

In(2)
S

1
In(5
3) Ona N(T) =1N0 et N(T) = Nye ™" donc : lNO = Nye ™ & % =e & In G) = —AT & % =T =T

4) pour Iiode 131 T = 8,06 donc“‘f) = 8,06 < '2;26) =1& 1~ 0,086



Exercice 24P380

la) y = ke~ 10%

b) on a h solution de (E) donc h(t) = ke ¢ et de plus on a : h(0) = -1 donc h(t) = -
e—10t

On sait aussi que h(t) =i(t) — 1 donc i(t) = h(t) + 1 donc i(t) = 1 - e~10¢

2) la limite de i(t) quand t tend vers plus I’infini est de 1

3) 1 étant une constante on aura : la courbe de i(t) qui admettra une tangente
horizontale d’équation y = 1

i’(t) = 10e71%¢ >0 donc i est croissante sur [0: +oo[

4)

5)

Onveuti(t)=0,5® 1-e719=0,5<0,5=e71% & In(0,5) =-10t & t=-
In(0,5)/10 < t =1n(2)/10

Exercice 25P381

Partie A

la)yy+ty=0&y=ke™

b)y(0)=4 <> 4=ke 4=k

g solution de I’équation différentielle y’ +y=0 et g(0)=4 & g(x)=4e™
2a)y’ +2y=0 & y=ke ¥

b)y(0)=22=-2ke 20 & -1 =k

h solution de I’équation différentielle y’+y=0 eth’(0)=2 < h(x)=-e 2%

X

Partie B
+x _

1) f(x) = g(x) + h(x) = 4e™* — e™2¥ = ¢ 2% (4e** — 1) = 221

g e2x
2)on sait que lim, o, 4¢™ = 0 et que lim, o, €72* = 0 donc lim, ., f(x) =lim,_,, 4e™ —e 2 =0
on sait que lim,,_, 4e* —1 = —1 et que lim,__,, e** = 0

. . 4 +X_1

donc llmx_>+oo f(X) = hmx—>+00 eEZx =—x

x oy 2—4et¥  2(1-2e1X) . x . L
) P(x) =—4e™ + 2e™“*= TR T: donc f” est du signe de 1 — 2e™ fonction décroissante, cherchons sa valeur

d’annulation : 1 — 2e** = 0 ¢ x =In(0,5)
Donc de —o0 a In(0,5) la dérivée est positive et donc f est croissante alors que de In(0,5) a +oo la dérivée est négative et donc la

fonction est décroissante.
F(In(0,5))=8-4=4

Partie C

1) I’équation de cette tangente a la courbe au point d’abscisse 0 est donnée par la formule :
y=f(0)(x—-0)+f(0)doncy=-2x+3

u(x)=2x-3 + 4e™* — e 2* doncu’(x)=2—4e ¥ + 2

Sionauw(x)=2(e™™ —a)?alors 2 — 4e™* + 2e™%* = 2¢72* — 4ae™™ + 2a® par
identification on trouve a = 1 Ainsi u’(x) =2(e™* — 1)2

3) donc u’>0 et donc u est une fonction croissante, de plus u(0) =0

u(x) = f(x) —(-2x+3) donc u nous donne la position de la courbe par rapport a la tangente.
Avant 0 u est négative donc C est sous D aprés 0 c’est le contraire.

Partie D

+x _

DHx)=0®“7==0®4e™ —1=0® ™ =2 @ x=In() © x=-In(4)
2) f(x) = 4e ™ — e " donc F(x) =—4e™* + e > +¢

F(-In(4)) =-16 + 8 + ¢ donc F(-In(4))=0 <= ¢ =8 F(x) =—4e™ + %e_zx +8

(o4

3) I’aire considérée est donnée par la formule : A(x) = f_ln(4)f(x) dx =F(x) —F(—1In(4)) = F(x) = —4e™* + %e‘z"‘ +8
4) lim A(x) = lim = —4e ™ +-¢ 2%+ 8=8
x—+00 x—+00 1 2 L L
5)A(x) =2 & —4e‘°‘+5e_2°‘+8 =2 —4e™ +Ee_2°‘—6 =0 & —4e” +E—6ez°‘ =0
_ 1_ 642 = _ 2T 27 _
<:>{ 4X+2 6x —0¢>{x_ 5 0uT¢>OC=]n( 2-6H/7)
e“=x e =x
Exercice 26P381

1y +2y=0® y=ke >
2) soit g(x) = ax + b, alors g’(x) = a, et donc g solutionde E; <& a +2(ax +b)=x & 2ax+(a+b)=x &> a=0,5¢tb=-0,5
h> +2h = (f+g) + 2(f+g) = £+2f + g +2g =0+ x donc h’ + 2h =x



Exercice 27P381

DLL+Rf =0 L =—2f done f=ket*

2)g(t)=cdonc g’(t)=0,gsolde (1) ® Lx0+Rc=E @c:%@g(t) ==

3)sije pose h=f+ galors Lh’+Rh= L(f+ g) + R(f+g) Lf+Rf+Lg’+Rg=0+E donc Lh’ + Rh=E et donc h est sol de (1)
4)i(t) sol de (1) telle que i(0) = 0 < i(t) = ke * + - avee ke” -1 +2 =0 i) f—e“t +2 @ i(t) ——(1 - e_%)

Exercices 30 a 33P382
Pour résoudre une équation différentielle de la forme y’’=f(x) il suffit d’intégrer deux fois de suite f(x)

3 2
Ainsiona:y =%+%+/1x+u y=- COS(27()+/1x+u y= Sm(gx)+/1x+u y=e*+Ax+u
Exercice 34P382
’(x)= ——w(2 — x)% donc £(x) = —w(Z —x)% + Aetdonc f(x) = mw(Z -0+ Ax+pu
Exercices 35a 38P382
Les solutions d’une équation différentielle du genre y’’+ w?y=0 sont de la forme y=Acos(wt) + Bsin( wt)
y = Acos(4t) + Bsin(4t) y = Acos(t/3) + Bsin(t/3)
y = Acos(5t/2) + Bsin(5t/2) y = Acos(13t/2) + Bsin(13t/2)
Exercice 41P382

1) La solution générale de E est y = Acos(5t) + Bsin(5t)

2) grice aux infos de I’énoncé on sait que y' (g) =0ety (g) =5

y' = —5A4sin(5t) + 5Bcos(5t) donc y' (g) =0 A=0 Ety (g) =5&B=5
Ainsi y = 5sin(5t) etici f(x) = 5 sin(5x)

Exercice 44P383
1) les solutions générales sont de la forme : f(t) = Acos(2t) + Bsin(2t)

1ol M1 g p(T) =l ™ 4 Bsin(28) =L @Ay BB 1L @B _1 g p V3
f0)=;®A=; f(Z)_E <3i>f(g)—2 <::>ACOS(26)+ Bsm(26)—2 It T 8 =B =Y

ainsi f(t) = Zcos(20) + Lsin(20)

sin (2t) _;
cos (2t) V3
6

2)f(H)=0 %cos(Zt) + “6—§sin(2t) =0 < tan(2t) = —/3 & 2t = Arctan(—V/3) [1] < 2t= ‘7” (7]

Exercice 45P383
1) les solutions de 1’équation différentielle y’’+(1/9)y = 0 sont de la forme f(x) = A cos ( ) + B sin (3 x)

2) on veut la solution particuliére qui vérifie f(0) =0 (donc0=A+0)et f ( 5 ) = 0,1 (donc 0 cos ( ) +B sm( ) =0,1)
Ainsi f(x) = 0,1 sin (5x)
3) on veut résoudre 0,1 sin Gx) = 0,05 <=sin Gx) = 0,5 & sin (%x) = sin (%) & %x = % [2m] ou%x =1 —% [27]

Px = % [6r] oux = 5777 [67]

Exercice 55P383
1) les solutions de 1’équation différentielle y’’+4y =0 sont de la forme y(t) = A cos(2t) + B sin(2t)
2) soity =cos tdonc y’’ =-cos tet donc y’’ +4 y =3 cos t donc y = cos t est bien une solution de (E;)

3) soit f une solution de I’équation (E), et g la fonction définie par g(t) = f(t) + cos t, on aura donc g’ ="’ —cos t
Etdonc g”’+4g=1"—cost+4f+4cost=(f"+4f) +3 cost=3 cost car festsolution de (Ey). Donc g est une solution de

(E1)

4) cherchons Aet B tels que g (E) =0etg (Z) =1

& Acos(2m) + B sin(2m) +cos( ) = 0 et —2Asin(2m) + 2B cos(2m) —sm( ) =1& A=0et2B-1=1 <% B=1
Ainsi y(t) = sin(2t) + cos(t)



