Exercices sur les polynomes du second degré
Corrections

Exercice 1

fxX)=9x2—-1=CBx)?-12=CBx—-1)(Bx+1)

gx) =4x? —4x+1=(2x)> - 2(2x)1 + 1 = (2x — 1)?

h(x) = 207 + 2V2x + 1 = (V2x)© +2(V2x)1 + 12 = (2x) + 1)

i(x) =x*+10x? + 25 = (x?)? + 2x?5 + 52 = (x? + 5)?

Exercice 2

f(x) =1x>+bx+c

f0)=1 1(0)2+b(0)+c =1 c =1 c =1
{f(2)=1¢>{1(2)2+b(2)+c = 1¢>{4+2b+c =1©{2b
Ainsi f(x) = 1x?2 - 2x + 1

Exercice 1. Factoriser les expressions suivantes.
flz) =92 — 1 g(z) =42 — 4z + 1 h(z) = 22° + 2v2z + 1 i(z) = z* + 1027 + 25.

Exercice 2. Soit f une fonction polynéme du second degré dont le coefficient dominant est 1
et telle que f(0) = f(2) = 1. Déterminer l'expression développée de f

Exercice 3. Ecrire les trindmes suivants sous forme canonique.

fl@)=22+22+3 gx)=2"+z+1 h(z) =324z -2 i(r) = 522 — Tz + 1
Exercice 3
f(xX)=x*+2x+3 Donc f(x) =ax?+bx+caveca=1,b=2,c=3
Etdonc f(x) = a(x — a)? + B aveca = —% = —% =—letf=f(a)=(-1*+
2(-1) +3 =2
Ainsi f(x) = 1(x - (—1))2 +2
gx)=x*+x+1 Doncg(x) =ax?+bx+caveca=1,b=1,c=1

— 2 __b _ 1 _ _ [ 1\? 1 _
Etdoncg(x) = a(x — @) +ﬁaveca——z——5etﬁ—g(a)-(—;) +(_5)+1_
0,75

Ainsig(x) =1 (x — (— %))2 + 0,75

h(x) =3x*+x—-2 Donch(x) =ax?+bx+caveca=3,b=1,c= -2
Etdonch(x) = a(x —a)?+

b 1 1 1\2 1 11 1 2 24
aV‘;g“:—z:—gew:h(‘g)=3(‘g) t(-f)-2=5-i"2=5-55=
-2 2
o _ 1 25
Ainsi h(x) = 3 (x — (— g)) + (— E)
i(x)=5x>-7x+1 Donci(x) =ax®*+bx+caveca=5b=-7,c=1

Etdonci(x) = a(x —a)? + B



aveca =—2=——L=07etf =i(a) =500,7)2—7(0,7) + 1 = —1,45

2a 2X5

Ainsi i(x) = 5(x — 0,7)% — 1,45

o f(x) =x2+2x+3
® g(x) =x2+x+1

® h(x) =3x>+x—2
® A=(-0.17,-2.08)
®i(x) =5x2—7x+1
® B=(0.7,-1.45)

Exercice 4. Soit f : x + 32? + z + 2. En utilisant la forme canonique, montrer que, pour tout
réel x, f(z) > 0.

Exercice 4

La fonction f:x — 3x%2 + x + 2 est de la forme f(x) = ax? + bx + caveca = 3,b = 1 et
c=2

Ainsi f(x) = a(x — a)? + B avec

omgm-tap=r () =a( e (Drami-toafofe el
Ainsi f(x) = 3<x— (—%)) +2
On sait que (x—(—%))z =>0et donc3(x—(—%)) =>3x%x0

2
1 23 23 23

etdonc3(x—(——)) +—=—=>2—or—>0
6 12 = 12 12

n\° 23
etdonc3<x—(—g)) +E>0

Exercice 5. Considérons la fonction f : z — 2% — 4z + 3.
1. Ecrire f sous forme canonique.
2. En déduire une forme factorisée de f.

3. Résoudre dans R 'équation f(z) = 0.

Exercice 5
1) La fonction f:x = x? — 4x + 3 est de la forme f(x) = ax? + bx + caveca = 1,b = —4
etc=3

Ainsi f(x) = a(x — a)? + B avec
a=-—=-"=2etf=f(2)=12)?-4(2) +3=-1

2a

Ainsi f(x) = (x — 2)2 + (-1)



2)f(x) =(x—2)"—1% = [(x —2) = 1][(x — 2) + 1] = [x — 3][x — 1]
3)f(X) =0 [x—-3][x—1]=0&x—-3=00ux—1=0&Lx=30ux=1 S =
{1;3}

Exercice 6. Résoudre les équations suivantes par la méthode qui vous semble la plus courte.

(Ey):42°-9=0 (Ey) : 2(z—1)(z+2) =0 (E3):z—322 =0 (Ey) : 22 +6x4+9=0

(Es) : 22 =2—6=0 (Eg) : 22%4z=3 =10 (B7) : 2274243 =0 (Eg) : —2°4+2z+1 =0
Exercice 6

(E):4x2—9=0 < 2x)2—-32=0 ©[2x—3][2x+3]=0
¢>2x—3=00u2x+3=0¢>x=%oux=_§

3 3

s=-3)
(E)):2x—1D(x+2)=0&2=00u(x—1)=00u(x+2)=0x=1oux=-2

S ={-2;1}

(E3):ix—3x*=0©x(1-3x)=0®x=00ul—-3x=0 ©®x=00ul=3x
¢>x=00u§=x
1
s={o3}

(Ep:x?+6x+9=0 @x2+2%xxX34+32=0® x+3)?=0&x+3=0x=
-3
S ={-3}

(Es):x? —x—6=0o0nreconnaitax?+ bx+c=0aveca=1,b=—letc=—6
A=b%? —4ac=(-1)?-4x1x(—6) =25 >0
Il'y aura donc deux solutions :

_ -b—VA _ —(-1)-v25 _ 1-5 _ _
X, = = —T——Zetxz—

2a 2X1
S =1{-2;3}

—b+VA _ —(-1)+V25 _ 145
B 2x1 )

=3

(Eg):2x> +x—3 =0onreconnaitax? + bx+c=0aveca=2,b=1letc = -3

A=b? —4ac=(1)?—-4x2x(=3) =25 >0

Il'y aura donc deux solutions :

_ —-b—VA _ -1-V25 _ -1-5
2a 2x2 4

—b+VA _ -1-v25 _ -1+5 _
2a  2x2 4

1

3
X1 =—setx; =

{3

(E;):2x> +x+3 =0onreconnaitax? + bx+c=0aveca=2,b=1letc =3
A=b?—4ac=(1)2—-4x2x(3)=-23 <0
Il'y aura donc aucune solution : S=0



(Eg):—x? 4+ 2x+ 1 =0onreconnaitax? + bx + c =0aveca=—1,b=2etc=1
A=b?—4ac=(2)2—-4x(-1)x1=8 >0
Il'y aura donc deux solutions :

X = —b—VA _ -2-V8 _ -2-2V2 _ —2(1+V2) _ 142

2a  2x(-1) -2 —2x1
_ —h+VA _ —2+V8 _ —2+42v2 _ 2(-1+V2) _ -1+V2 _ .
etx; = 2a  2x(-1) -2 2x(-1) -1 V2

S={1-V2;1+2}
Exercice 7. Résoudre dans R les équations suivantes.
(Ey) 224222 -3=0 (Fy): =24+ z+1=3x—-7
(E3): (z—2)(-32+ 192 —6) =0  (Ey):2> - (1+V2)z+V2=0.
Exercice 7
(E): x242V2x=3=0

Jereconnaisax®+bx+c=0aveca=1,b=2V2etc=-3

On adonc A= b? — 4ac = (2vZ) =4 x 1 x (=3) = 8 + 12 = 20
A> 0 donc on aura deux racines :

_ —h=VA _ —2V2-V20 _ -2v2-2V5 _ V2 -5

2a 2X1 2

X1

_ —h+VA _ -2v2+V20 _ -2V2+2V5 _
et =——=— 5 = 2 =—V2++5

S ={—V2 —+/5,—V2 + V5}

(E)): —x2+x+1=0
Jereconnaisax?+bx+c=0aveca=—-1,b=1letc=1

OnadoncA=b%?—4ac=1>—-4x(-1)x1=5
A> 0 donc on aura deux racines :

“bVE _ -1-v§
= = e

2a 2X1

tx,

% _ —h+VA _ -1+V5 g = {—1—\/3_ —1+\/§}

2a 2x1 2 72

(E3):(x—2)(-3x2+19x—6) =0
Ainsix—2=00u—3x2+19x—6=0

Concentrons-nous sur la deuxiéme équation :

On reconnait ax? + bx +c=0aveca = —-3,b =19etc = —6
A= b? — 4ac = 19?2 — 4(-3)(—6) = 361 — 72 = 289

A> 0 donc on aura deux racines :



_ —b—VA _ -19—289 _ -19-17 _ -36

X =6
1 2a 2x(-3) -6 -6
—b+VJA  —-19+y289 —-19417 -2 1 1
et x2 = = = = —_ = - S =1-; 6
2a 2x(-3) -6 -6 3 3

(E): x> —(1+V2)x+vV2=0

Jereconnaisaxz+bx+c=0aveca=1,b=—(1+\/§)etc=\/§

OnadoncA=b2—4ac=(—(1+\/7))2—4><1><\/7=1+2\/7+2—4\/§=1—2\/7+2
=(1—x/§)2

A> 0 donc on aura deux racines :

_-b—vE _ (1+D)-]0V2)" _ (1V2)-(-(1-VD) _ 2

X1 2a 2x1 2 =327 1
(o oorE _ (@00 (nDe(-08) _ v _ 7
X == < 2x1 - 2 - 2 T
S ={1;V2}
Exercice 8

1 . T
(El):ﬁ = comme x? > 0onaurax?+ 1> 0 etdonc je peux multiplier les deux

membres par cette expression
(ED)®2x=1(x*4+1)®0=x2-2x+1S (x-1)?=020x-1=0&x=1

(E,): 3x2;892+16 — 2y
x —4 =0 < x =4doncdans la mesure ou x # 4 j’ai le droit de multiplier par x — 4 les
deux membres. Ainsi sur D, = R — {4} on aura

3x2 —8x + 16

(BN ——

2x

2_
@%(x—ll) = 2x(x — 4)

< 3x%2 —8x+ 16 = 2x% — 8x
S x2+16=0
< x? = —16 or un carré ne peut étre négatif donc S = @

1
(E3): X + - = 3
X
Valeur interdite :
Doncsur D, = R — {0} = R* on aura

1
(Ea)® x+—=3



1
<:i>(x+—)x=3x
X
& xP+1= 3x

Ox?-3x+1=0
Jereconnaisax?+bx+c=0aveca=1,b=—-3etc=1

OnadoncA= bh? —4ac=(-3)2—4x1x1=5
OrA>0
—b+VA _ 3+V5 _ 3+\/5

2a 2X1 2

Donc x; =

-b—VA 3-y5 3—5
= = > etx& =

2a 2X1

3-V5 3+\/§}

Ces deux valeurs sont acceptables car elles sont non nulles ainsi S = { i
(E)):4x*—13x2+3=0

& 4(x?)?-13(x>)+3=0

Jepose X = x% etainsi (E,)® 4X?>—13X+3=0

JereconnaisaX? +bX +c=0aveca=4,b=—-13etc =3

OnadoncA= b? —4ac = (—13)? —4x4x3 =121

OrA>0
Donc X, = -b—VA _ 13—/121 _l-u_ 1 X, = —-b+VA _ 13+y121 _ 1 _ g
2a 2x4 8 4 2a 2x4 8
donc (E,)X = iouX =30rX =x%donc (E)®x? = iou x?=3
1 1 11
@x—\/;oux——\/;oux—ﬁoux——ﬁ S—{E,—E,\/g,—\@}

(Es):—2x+9Vx—4=0

Version avec changement de variable

(S — 2% +9Wx—4 =0

Pour tout x positif ou nul, on peut poser X = v/x et ainsi :(E5) — 2X2+9X —4=0
JereconnaisaX?+bX +c=0aveca=—-2,b=9etc=—4

A=9%2 — 4 x (=2) x (—4) =81 —32 =49

A> 0 donc on a deux solutions :
X, = —b—/A _ —9—/49 _ 977 _ hetX, = —b+VA _ —9++/49 _ 97 _ 1

2a 2%x(=2) -4 2a 2%x(=2) 4 2
Ainsi (Es)®X =40uX =%<2:>\/_= 4ou\/_=%<2:t>x =16oux =

OnadoncS$ = E, 16}

EN IS



Version 2

(E):>9/x = 2x + 4

=> (9&)2 = (2x + 4)?

< 81x = 4x?% + 16x + 16

0 =4x>+16x —81x + 16

&0 =4x>—-65x+16

Jereconnaisax? + bx+c=0aveca=4,b=—65etc =16

A= (—65)? —4 x 4 x 16 = 3969

A> 0 donc on a deux solutions :
—-b—VA  65-3969 65-63 1 —b+VA  65+v3969  65+63

M= T T e s it T Ty T T

Ainsi 0 = 4x? + 16x — 81x + 16 a pour solutions i et 16.

Mais qu’en est-il de (E5) qui n’est pas équivalente a I'équation de la ligne précédente ?

Quand on a x solution de (E) => x solution de (E"), on peut se demander comment

I'ensemble des solutions est impactée.

Si on appelle S et S’ les ensemble des solutions de deux équations alors on sait que si x est

dans S alors il est aussi dans S’ donc S © S’ par contre comme la réciproque n’est pas vraie

alors des éléments de S’ peuvent ne pas étre dans S.

Par rapport a notre probléme, 'ensemble des solutions de 0 = 4x? — 65x + 16 étant

potentiellement plus vaste que celui de (E5) il nous faut donc nous assurer que chacune des

solutions trouvées fonctionne pour (Es).

16

1
Avecxzz,

—2x+9\/§—4=—2§+9\E—4=—%+§—4=0donc§biensoluﬁonde(55).

Avec x = 16,

—2x+9Vx —4=-2%x16+4+9V16 —4 = —32 + 36 — 4 = 0 donc 16 bien solution de
(Es).

OnadoncS = {%, 16}

Exemple bonus

Onax—5=0

&x =5 au lieu de s’arréter 13, bien content d’avoir terminé notre exercice, continuons
2 2

=>x“=5

& x?2-52=90
@ @x=-5kx+5)=0
Px—5=0oux+5=0

& x = 50ux = —5 Laon pourrait étre tenté de se dire qu’il y a deux solutions mais la
chaine des équivalences est rompue a la deuxiéme étape doncon a :
x—5=0=>x=50ux =—5 (une simple implication, pas une équivalence)

Pour conclure, je suis dans 'obligation de tester toutes les solutions obtenues et voir celles
qui vont correspondre a I'équation initiale.

Avecx = 5onaura:x —5=5—05 = 0 donc5 est une bonne solution

Avecx = —5onaura:x —5=—-5—-5= —10 # 0 donc -5 n’est pas une solution valable
Ainsi S = {5}



1 6
(E6):—F+;—1:0

1\? 1 _ 1
(Eg) — (;) + 6; — 1 = 0 ainsi pour tout x non nul on peut poser X = ~etonaura alors

(Eg)® —X?+6X—-1=0

JereconnaisaX?+bX +c=0aveca=—-1,b=6etc=—-1
A=6%—4x(-1) x (1) = 32

A> 0 donc on a deux solutions :

_ —b—VA _ -6—V32 _ —6-4V2 _ _ —bh+VA _ -6+V32 _ —6+4V2 _ .,
X1 = 2a  2x(-1) -2 =3+2V2etX; = 2a  2x(-1) -2 =3-2V2
Ainsi (E5)©X=3+2V2ouX =3 —2v2
®2=3+2VZour=3-2V2

X

1 1
T3z T3
_1(3-2V2) _1(3+2V2)
T Brv)(-2v2) Ut T m2v2)(3+2v2)
_1(3-2v2) oux = 1(3+2v2)

X

32 (2v2)’ 9-8
@x=3—2V2oux=3+2V2
OnadoncS = {3 —2v2;3 + 2v2}

(E79):vx+4 =7 —2x

Domaine d’étude D, = [—4; +oo[

VX T4 = (7 - 2x)?

&x + 4 =49 — 28x + 4x?

< 0 = 45— 29x + 4x?

Jereconnaisax? + bx +c =0aveca=4,b = —29 et c = 45
A= (—29)2 —4 x4 x 45 =121

A> 0 donc on a deux solutions :

-b—VA _ 29-V121 _ 29-11 —b+VA _ 29+V121 _ 29+11 _ 5

X1 = = 2,25 et Xy =

2a 2x4 8 2x4 8
Vu qu’on a qu’une implication simple on va tester les deux solutions
Avec x = 2,25

Vx+4=./225+4=,625=25et7—2x =7 —2x 2,25 = 2,5 'égalité est vérifiée, la
solution est acceptable.

Avecx =5

Vx+4=V5+4=v/9=3et7—2x5=7—2x5 = —3/Iégalité n'est pas vérifiée, la
solution est rejetée.

Ainsi § = {2,25}




Exercice 8. Résoudre dans R les équations suivantes.

T 1 32 -8z + 16 1

Ey): — == By =/  — — 9 Es):x4+==3 E,) - 42*=1324+3 =0
(£1) 2241 2 (£2) x—4 ! (E3) : 2 . (Ey) @ da I
1 (4]
(Bs): =20+ 9yT—4=0 (E):——=+-—-1=0 (B;):Va+td=T-2z
xr= T
(Es) : (22—5)%422(z*—5)+121 = 0 (Ey) : 2*—3z* =z (Eyg) : mz?—y/mz+1=0oum € R,

(Eg):(x2 —5)2+22(x?—=5)+121=0
Posons X = x2 —5
Onauraalors: (Eg)X?2 + 22X +121=0
JereconnaisaX?+bX+c=0aveca=1,b=22etc =121
A=122?2—-4x1x121=0
A= 0 donc on a une solution unique :
Xo=2=2=_11

T 20 2x1
Ainsi (Es)©®X=—11® x? —5=—11 & x? = —6 comme s’est impossible S = @

(Eg):x3 —3x% =x
Ox3—3x2—x=0x(x*-3x—-1)=0
Etape intermédiaire : résolutionde x> —3x —1 =10
Jereconnaisax?+bx+c=0aveca=1,b=—-3etc=-1
A=(-3)?2—-4x1x(-1)=13
A> 0 donc on a deux solutions :
-b—VA 3-V13 -b+VA  3+413
= = etx, = =
2a 2X1 2a 2

Ainsi (E5)®x(x* —3x—1)=0®x=0o0ux =

{ 3-+13 32+\/1_3}
S =40; ;

X1

3—v13 3+v13
oux =

- 2 2
(Eyp):mx? —Vmx+1=0
10

On proposem = 0

Or si m est nul alors I'équation n’est pas du second degré, qui plus est, elle équivaut a 1=0 ce
qui n’a pas de solution.

Concentrons-nous sur les autres cas possibles, en prenant m > 0

Pour tout x réel on peut poser X = v/mx et ainsi

(Eip)®X?—-X+1=0

JereconnaisaX?+bX+c=0aveca=1,b=—-1letc=1

A=(-1)?2—-4x1x1=-3

A< 0 donc on n’a pas de solution



