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Chap 3. Calcul intégral

1. Intégrale d’une fonction dérivable :

Définition.
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I de R, F une primitive de f'sur I, a et b deux nombres de I.

On appelle intégrale de a a b de f'le nombre réel noté F(b) — F(a) et on note : f(f fdt = F(b) — F(a).

Méthode.

Pour calculer [ f f(®dt, on commence par déterminer une primitive F de f'et on note [ f f®dt = [F(t)13,
puis on calcule F(b) — F(a).

Remarque.
Dans I’expression [ (f f®)dt, la variable ¢ est dite muette ce qui signifie que I’on peut la remplacer par une
autre variable : fff(t)dt = f(f f)dx.

Exemples.

Calculer les intégrales suivantes : f03 4dt, [7(x? + 1)dx, ff%dt, letlzdt, fénz exdx, folﬁdx et [3sintdt

II. Interprétation graphique de ’intégrale :

[ Cas des fonctions positives.

1° exemple. Une fonction constante.

On considere la fonction constante f'définie sur [0,2]
telle que f(x) = 2.

Tragons la fonction f et déterminons 1’aire « sous la
courbe ».

L’aire du rectangle est 2x2 =4

Calculons fozf(t)dt = foz 2dt=[2t13=4-0=4

2° exemple. Une fonction affine.

On considere la fonction affine g définie sur [0,5]
telle que g(x) = 2x+1.

Tragons la fonction g et déterminons 1’aire « sous la

courbe ».
( AHIDX5 _ 30

L’aire du trapéze es 5

5
Calculons fd:’ fdx = f05(2x + 1Ddx = [2’;—2+ x]o =

P T S - 2]

[x2+x]g =25+5=30
Théoréme.

Soit fune fonction dérivable et positive sur un
intervalle [a,b].

L’aire a du domaine délimité par la courbe ¢
d’équation y = f(x), I’axe des abscisses et les
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droites verticales d’équations x =a etx=5b
b
est:a = fa f(t)dt.

Remarque.
L’aire est calculée en « unités d’aire ». Cette unité dépend des longueurs choisies comme unité sur 1’axe
des abscisses et des ordonnées.

Exemple.
Déterminer la portion d’aire comprise entre la courbe de la fonction f(x) = e*, I’axe des abscisses et les
droites x =0 et x = 2.

U Cas des fonctions négatives.

Théoréme.

Soit f'une fonction dérivable et négative sur un intervalle [a,b].

L’aire a du domaine délimité par la courbe ¢ d’équation y = f{x), ’axe des abscisses et les droites

: , : b
verticales d’équations x =aetx=best:a = — fa f(t)dt.

U Intégrale fonction de sa borne supérieure
Théoréme.
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I et soit @ un point de L.

La fonction x — f; f(t)dt est I’'unique primitive de f'sur I qui vaut 0 au point a.

Exemple.
Déterminer les fonctions suivantes :

x t 1 2 x o ln(x2—9)
Pourx>\/10 f‘/l—omdt—i[ln(t _9)]\/1_0_ 2
. —cos(3t+D)]” _
etf%sm(3t+g)dt=[w =?1cos(3x+g)

&l

II1. Propriétés de I’intégrale :

Théoréme. Relation de Chasles
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle I et soit a, b et ¢ trois
points de L.

WA AN 0O C
P T i A Sl N
1

f:f(t)dt = fabf(t)dt + fbcf(t)dt

Cas particulier.

fabf(t)dt _ —fbaf(t)dt

Exemple.
1 0 1 21° 2t 1 1
[wae=[ —tae+ [ wae=|-5| +|5| =3+5=1
-1 -1 0 2_1 20 2 2

Théoréme. Linéarité de ’intégrale
Soit f'et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et soit a et b deux points de 1.
Soit a et B deux nombres réels
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b b b
[ @f+Bo®dt =a ferde+p [ gt

Exemple.
2 2

2 5\ ,. . (? 21, |t . 1 _
fl<6t+f>dt—6fltdt+5fl?dt—6[7ll+5[lnt]1—6[2—§]+51n2—9+51n2

Théoréme. Positivité

Si f'est une fonction dérivable et positive sur un intervalle [a,b], avec a < b alors [ f fdt = 0.
Exemple
dt, = 0 donc f 1Tz dt=0

f 1 1+t2 1+t2 =

en effet [ oz dt = [Arctant]1 1 = Arctanl — Arctan(—1) =
Calculatrlce

math, 9 : fonctIntégr( 1/(1+x"2),x,0,1)

ou bien f{x) Y1 = 1/(1+x"2) 2" Calcul 7 : [ f(x)dx, Borne Inf ? —1, Borne Sup 1

T2="
4 2_2

-1

Théoréme. Intégration d’une inégalité
Soit f'et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a,b]

Si pour tout ¢ de [a,b] f(t) < g(t) alors f: fdt < f:g(t)dt
Exemple.

Donner un encadrement de fol et dt.

On sait que si 0 <7< 1 alors 0 < 7 < ¢ en multipliant par 7.
donc e? < et’ < et car la fonction exponentielle est croissante.
On en déduit donc que fol eldt < fol et’dt < fol etdt

Soit [t] < fyet'dt<[ef], = 1<[ edt<e—1~171

Théoréme. Valeur absolue
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a,b] : | ) f f (t)dt| </ f If©|dt
Exemple.

Soit la fonction f(t) = 2t sur [-2,1]

J_lz foydt =

donc |[1, fydt| = 1-31 =3

La fonction |f(t)| = |12t| sur [-2,1]
donc f(t) = —2t sur [-2,0] et f(t) = 2t sur [0,1]

1 0 1 0 |
f_zlf(t)|dt = f_z—tht +f0 2tdt = — [tZ]_z + [tz]o
=—(-4+1=5

On a bien |f f(t)dt| If(t)ldt
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Théoréme. Inégalité de la moyenne
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle [a,b] avec a < b

si pour tout t€[a,b], m <f(f) <M alors m(b — a) < fabf(t)dt < M(b —a)

Interprétation graphique.

) f f(®)dt représente I’aire située entre I’axe des abscisses
et la courbe de f, x = a et x = b. Cette aire est comprise
entre 1’aire du rectangle de largeur (b—a) et de longueur m
la valeur minimale de f'et I’aire du rectangle de largeur 1+
(b—a) et de longueur M la valeur maximale de f.

Définition.
Soit f'une fonction dérivable sur un intervalle [a,b] avec a < b
On appelle valeur moyenne de f'sur [a,b] le nombre réel

1 b
poal, fodt

Exemple.
Déterminer la valeur moyenne de la fonction f(x) = x2 sur [0,1].

1
1 (L, 3] 1
—1—0J0”“—I§L—§

Théoréme. Inégalité des accroissements finis :
sta<betsi|f’| <k, alors |[f(b) — f(@)| < k(b —a).

IV. Intégration par parties :

Théoréme. Intégrations par parties
Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle [a,b] telles que :
Si u et v sont dérivables sur [a,b] et que u’ et v’ sont aussi dérivables sur [a,b]

alors [P u®v'®dt = [wOv®)1L - [Pu' Ovdrdt
Démonstration.
uv) = u'v+uv’ donc uv’ = (uv)’ — u'v Si ces deux fonctions sont égales alors leurs intégrales le sont

aussi donc [*u)v'(®)dt = [Pwv) ®dt — [P v Ovddt = [wOv®1h - [P v Ovd)dt

Exemples.

> 1. Calculez | = fol tetdt.

u'(t) =et u) =et

vi)=t V=1

donc 1 = [tet]},—f()llXetdt:e—[et]é =e—[e—e]l=e—e+1=1
» 2. Déterminer la primitive de In x qui s’annule en 1 soit F(x) = 1x Intdt
=1 u®=t

v(t) =Int v'(t) =+

donc F(x) = [tInt]} — flxt X %dt =xlnx —[t]f =xlnx —x + 1

On utilise I’intégration par parties :

On utilise I’intégration par parties :

V. Intégration par changement de variable :
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[0 Changement du type t = t + A

Théoréme : Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a+A,b+A]

Avec le changement de variable : x = t + A alors [ f fE+ndt={ ::73‘ fo)dx

Exemple.
Calculons I = fol(t —2)et=2dt

Le changement de variable est x = t — 2 donc, ici,
A= 2.

a) Je détermine les nouvelles bornes 24
d’intégration : B

Sit=0alorsx=-2etsiz=1 alorsx=-1
b) Je détermine ’expression de f{¢) en fonction de x : f(t) = (t — 2)et™? = xe*
¢) Je détermine 1’élément différentiel, i.e. j’écris ¢ en fonctionde x : t = x + 2 = h(x), je dérive ¢

par rapport a x : % = h'(x) =1 donc dt = dx

d) Je termine le calcul : I = fol(t —2)et™?2dt = f__zl xe* dx = [xe*]Z1 — f__zlex dx = —e 1 +
2e2—el1+e?2=-2e"1+3e7?
1
f(®)
1
Théoréme : Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [Axa, AxD]
Avec le changement de variable : x = A X t alors [ f fAvdt = % f}f\ f f)dx 1
' 12 1 o121 I X
Exemple : Calcul de ] = [["* ——dt = [["" ———dt f) .
Le changement de variable est x = 2¢ donc A=2.
a) Je détermine les nouvelles bornes d’intégration :
Sit=0alorsx=0etsit=1/2alorsx=1
b) Je détermine I’expression de f{¢) en fonction de x : f(t) = TIZt)Z = - 1

1

[l Changement du type t = At ou A n’est pas nul.

1+x2
c¢) Je détermine I’élément différentiel, i.e. j’écris ¢ en fonction de x :
t= ;—C = h(x), je dérive ¢ par rapport a x : % =h'() = % donc dt = %dx

. 1
d) Je termine le calcul : ] = [ 1+1x2 X %dx = %[arctanx]é =

1 _ 1l m_m
Earctanl—2><4—8
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[l Autres changements de variable.

Exemples
4
[ = fo " J_dt avec le changement de variable x = v/t
a) Je détermine les nouvelles bornes
d’intégration : Si¢t=0alorsx=0etsit=4
alors x =2
b) Je détermine I’expression de f{¢) en

. 1 1
fonctlondex.f(t) —m—m ) ,

¢) Je détermine 1’¢lément différentiel, f X dx
i.e. j’écris t en fonction de x : t = x? = h(x), 0o 1+x

je dérive t par rapport a x : % = h'(x) = 2x
donc dt = 2xdx

d) Je termine le calcul : [ = f 22 d
2x+1-1
2 [} Rdx =2 (1——)dx—

2[x —In(1+x)]3=2[2-In(1+2)]=4—
2In3

V1. Cas particuliers de simplification :

U Intégrale d’une fonction paire ou impaire

Théoréme.

Soit f'une fonction dérivable sur [—a,a]

@ Si fest paire sur [—a,a] alors ffa fdt=2 foaf(t
@ Si fest impaire sur [~a,a] alors [ f(t)dt =0
Exemple.

3m
J sir— " ' ST
L ) _ Fonction impaire
Fonction paire

/l—

[ Intégrale d’une fonction périodique

Théoréme : Soit / une fonction dérivable sur R et périodique de
période T.
Alors, pour tout a de [, on a f;”f(t) dt = fOTf(t) dt.
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