Progression classe de terminale ES
(semaines du 16 au 22 mars et du 23 au 30)

(version 1.04 : 24 mars 2020)
Remarque : le document n’est pas complet, il va étre mis a jour
Premieére heure :

LA primitive d’une fonction vérifiant une condition donnée

Pour une fonction donnée on a vu comment trouver une primitive, les primitives (on rajoute « ¢ » a la fin de
n‘importe quelle primitive) et maintenant parmi toutes les primitive existante on va chercher celle qui vérifie une
condition donnée par I’énoncé.

Méthode
On commence par chercher les primitives, puis pour trouver celle qui vérifie la condition de I'énoncé , on part de la
condition puis par équivalence successive on détermine la bonne valeur de « ¢ »

exemples
vus vendredi dernier pour le groupe 1, et maintenant le groupe 2 peut lui aussi les découvrir

Sujet :

1) Donner les primitives de f(x) = 5x — 3

2) Donner F la primitive de f telle que Fy(1) =5
correction

2
1) Les primitives de f sont de la forme : F(x) = 5% —-3x+c

2) F(1)=5®5-—3x1+c=5
&*25—-34+c=5&®c=54+3-25&c=5,5

2
Ainsi Fy(x) = 5% — 3x + 5,5 est la primitive cherchée.

Sujet :

! _5y_l_8 _5y_7l_gl
Soitg(x) =5x ————=5x—-7--8-
Donner G, la primitive de g telle que Gy(1) =5
correction

1) Les primitives de g sont de la forme :

2
G(x) = Sx——71nx—8(—l)+c=5x2—7lnx+§+c
2 x 2 x
2) Go()=11®312-7In1+4+c=11
@2+8+c=11®c=11-8-2@c=>
Ainsi Gy(x) = gxz — 7lnx+§+%est la primitive cherchée.

Sujet :

2
Soit h(x) = 5e3*6 — ge—5x+10 — §(3e3x—6) _ %5(_56—5x+10)

— §(3e3x—6) + % (—5e—5x+10)
Donner H,, la primitive de h telle que Hy(2) = g

correction
je reconnaisu’'e* - e* avecu(x) =3x —6etu’'(x) =3
je reconnais aussi u’'e* - e avecu(x) = —5x + 10 et u'(x) = =5



1) Les primitives de h sont de la forme :
H(x) = g(eBx—6) +% (e~5%+10) 4 ¢
— 1 5,3%x2-6Y 4 2 (,-5x2+10 -1
2) HO(Z)—3<:>3(e )+15(e )+c 3

5.0y 2 (,0 _1 _1_5_2
¢>3(e)+15(e)+c—3<:>c by
<3:I>c:—2

15

o 5 _ _ - .
Ainsi Gy (x) = g(e3x 8) + 12—5 (e=5x+10) — % est la primitive cherchée.

Entrainement : Exercice 32 P 193 (voir correction en fin de document)

On remarque dans la correction quelque chose qui détonne un peu de la maniére dont on avait rédigé les choses. Ca
semble un peu plus complexe.

J'ai préféré me concentrer sur I'aspect technique pour commencer donc j’ai escamoté un certains détails (pas
extrémement importants en Terminale ES mais qui pourraient I’étre en post bac)

Toute fonction admet-elle une primitive ? tout le temps (sur quel intervalle) ?

Il faudra garder a I'esprit qu’en Terminale ES on travaille dans un domaine simplifié par rapport a ce qui existe dans
la réalité.

Il faut savoir que le mathématicien moyen est incapable de déterminer les primitives de I'immense majorité des
fonctions existantes sur R (I’ensemble des nombres réels), et ce pour deux raisons : les outils pour intégrer son bien
plus limités dans leur porté que les outils pour dériver, mais aussi que bien des fonctions ne sont pas intégrables sur
R.

Pour qu’une fonction soit intégrable sur un intervalle I donné
il faut et suffit qu’elle soit continue sur cet intervalle.

On a travaillé superficiellement sur la notion de continuité au début de I'année, on a appris a ce moment-la que les
polyndmes étaient continus sur R. Depuis en découvrant le logarithme népérien et I’exponentielle on a découvert
que : la fonction exponentielle était continue sur R et que le logarithme népérien était continue sur ]0; +oo|.

Concretement en exercice : pour pouvoir dire qu’une fonction a des primitives sur un intervalle :
e soit la fonction est un polynéme et c’est a vous de le reconnaitre et d’en déduire que la fonction est
continue
e dans le cas contraire la continuité sera donnée par I'énoncé.

Travail a faire pour la séance suivante et 33 P 193



Deuxiéme et troisieme heure
On commence par corriger |'exercice 33P193

1) f(x) =x? —5x —1, f est une fonction polynome définie sur R donc elle est continue sur cet intervalle et
S 3 2 . 1 1
elle admettra des primitives de la forme (x) = x? - 5% —x+c.SideplusonaF (E) = =alors

2
3 2
@-5@—(1)+c _l 1 S5 1.
3 2 2 2 24 8 2

3 2
F(x)=%—5x7—x+g

1
24

N |-

1 5 1 19 . .
Fec=-——+4+-4+-&c=-—ainsi:
2 8 2 12

2 . . . e
2) f(x) =x3+=, f est une fonction continue sur ]0; +oo[et elle admettra cet intervalle des primitives de la
X

x* 1 xt 2 . 1
forme(x):T+2(—;)+c=T—;+C.S|deplusonaF(1)=—Zalors
4 4
T ilyc=—toc=-1-2426c=2ainsi:Fx) =X -242
4 1 4 4 4 2 4 x 2
3) f(x)= —§+ 7= —5% + 7, f est une fonction continue sur ]0; +oo[et elle admettra cet intervalle des

primitives de la forme (x) = —5In(x) + 7x + ¢ . Side pluson a F(1) = 0 alors
—5In(1)+7%x14+c=0 ®c=—7ainsi: F(x) =-5In(x)+7x -7

4) f(x) = 3e* —4x, f est une fonction continue sur R et elle admettra cet intervalle des primitives de la
2
forme (x) = 3e* — % +c=3e¥—2x? +c.SideplusonaF(1) = —2alors
3eX* —2x? +¢c =-2 ®3e'—-2x1%2 +¢c =-2&c=-2-3e' +2x 1% &¢c = —3eainsi:

F(x)=3e"—4sz—3e

Retour sur la connexion entre les intégrales et les aires

Jusqu’ici on a vu que l'aire sous la courbe représentative d’une fonction,
audessus de I'axe des abscisses, et entre deux verticales d’équation x = a et
x = b était:

b
A= fa f(x)dx u.a

2] Rappel : I'unité d’aire u.a. qui est I'aire du rectangle c/
11 dont trois sommets consécutifs sont le point unité sur { /
I’axe des ordonnées, I'origine du repére et le point :
0 | ordonnée sur I'axe des abscisses.
0 1 a ' T b

Attention : cette égalité n’est vraie que dans le cas ou la courbe est au-dessus de I'axe des abscisses.

Cas ou la courbe est sous I'axe des abscisses.
Quand on fait le calcul d’intégrale on obtient un résultat négatif, en fait il s’agit de I'opposée de I'aire observée ainsi :
Sisur [a; b] f est négative I'aire entre la courbe I'axe des abscisses et les deux verticales d’équation x =aetx = b

serad = — f:f(x)dx u.a.

Exemple :

Soit f la fonction qui associe a tout réel x le réel f(x) = x? — 14x + 45

On veut tracer Crla courbe représentative de f dans un repére orthogonal dont les unités sont 3cm (pour les
abscisses) et 2cm (pour les ordonnées)

Déterminer A 'aire entre Cf, I’axe des abscisses et les verticales d’équation x = 5etx = 8



Corrections
D’abord étudions le signe de la fonction pour savoir si la courbe est au-dessus ou en dessous de I'axe des abscisses
sur I'intervalle [5; 8]

La fonction est une fonction trindme donc je vais utiliser son déterminant pour pouvoir étudier son signe.

A= b? —4ac = (-14)? —4x1x45 =196 — 180 = 16 > 0
La fonction aura donc deux racines :

-b—VA _ 14—16 ]
X, = = =5et B A
2a 2 L f
—b+VA  14+V16 ¢ ¢ i ?
2 = = = 9 \
2a 2
La fonction sera du signe de a a |'extérieur des racines et du signe contraire a

I'intérieur.

Ainsi sur [5; 9] la fonction est négative, et donc elle le sera aussi sur [5; 8]

Ainsi — f:f(x)dx =— f:(xz — 14x + 45)dx = — [x3—3 - 14;2 + 45x]5 .’

—_ <(f— T pasx9) - (2 -2 145 x 5)>

3 2 3 2
125 275 32 32

= —((243 — 567 +405) — (22— 175 + 225)) =-(s1-2%)=-(-%)=2

AinsiA = — f:f(x)dx u.a.= %u. a. ici les unités sur les axes sont 3cm et 2cm donc l'unité d’aire sera :

u.a.= 3 x2 = 6cm?
Ainsi A = 33—2 6cm? = 64cm?

Linéarité de I'intégrale
On sait déja que quand on integre :
1) f+g9)—-F+aG
2) af - aF
Autrement dit :
1) la primitive de la somme de deux fonctions est la somme des primitives des deux fonctions.
2) La primitive du produit d’une fonction par une constante est le produit de la constante par la primitive de la
fonction.
De la méme maniere le 3) du Ill du cours nous dit :

Propriété : Soit /et g deux fonctions continues sur un intervalle | ; a et b deux réels
de I.

ra b - E] -
a) Pour £ réel, _" Aj(,\-)d,\:kj f(x)dx

b) J.b (f(xX)+g(x))dx= J.b f(x)dx+ j‘b g(x)dx

Sur le polycopié distribué en classe il y a un point méthode dédié a I'application de la
linéarité qui est a compléter : J‘e & _2 dx
En voici la correction : 1

Ce n’est pas trés parlant / on ne voit pas trop l'intérét. = J'e e“dx— 5."61 dx
1 1 X
En fait la linéarité peut étre trés intéressante pour gérer certaines intégrales qui Pl e
. = [e J -5 [ln x]
mettent en échec nos formules 1 1

Exemple :
Soit f la fonction définie par f(x) =
cet intervalle.

On veut déterminer f310f(x)dx

6x+7 5 . . = —p—
~—— sur]5; +ool, lafonction est continue sur e’ —e—3

/
On croit reconnaitre u; — In(u) avecu = 2x —5etu’ =2

ausse dérivée 6x+7 .
! = on ne peut obtenir une constante

Mais on voit que ¢a ne colle pas et quand on essaye de faire
donc ECHEC

vraie dérivée 2



Mais pas Echec et mat, c’est la qu’on peut utiliser la linéarité (avec I'aide de I'énoncé)
On vous posera donc la série de questions suivantes pour pouvoir atteindre votre objectif initial.

1) Prouver que f(x) =3+ 11L

2) Determlnerf 3dx tflo i - dx
3) En déduire f3 f(x)dx
Correction :
1) Je vais partir de la reformulation de I'énoncé et retrouver progressivement f(x)
2 3(2x=5) , 22 _ 3x2x—15+22 _ 6x+7 , . o s
3+11 st T s s s = f(x) c’est ce qu’il fallait démontrer

2) [,°3dx=[3x]}3°=3x10-3x3=21

f3102 2 dx je reconnais exactement——> In(u) avecu = 2x —5
IC|3SxS10<=>6S2x§20<:>6—5SZx—SSZO—S@lSuS 15 on adonc bien u > 0 sur [3; 5]

etu’ = 2 donc
f“’idx = [In(2x — 5)]1° = In(2 x 10 — 5) — In(2 x 3 + 5) = In(15) — In(1) = In(15)

3 2x
3) flof( )dx = flo (3 + 11i) dx d’apreés la question 1
= [, 3dx + 11f1°idx =21+ 111n(15)

Exercices d’application :
49 et 50 P195

Positivité et encadrement de l'intégrale
Toujours en relation avec l'aire

On sait que si la fonction f est positive sur [a; b] alors A = f;f(x)dx u.a. et donc fff(x)dx sera positive

Encadrement

Application de la linéarité et de la positivité

Sisur[a; b] g(x) = f(x)alorsonaura g(x) — f(x) = 0 etainsi g — f est une fonction positive et donc d’apres ce
que I'on a vu précédemment (positivité de l'intégrale) :

On aura fab(g(x) — f(x))dx = 0 or d’aprés la linéarité f;(g(x) — f(x))dx = f;g(x)dx — f: f(x)dx
Ainsi f:g(x)dx - f:f(x)dx > 0 et donc f:g(x)dx > fff(x)dx



Heure 4 :
correction et recherche d’exercices (en cours de construction)

correction du 49P195
découverte des dernieres formules du tableau :

Fonction f Primitives F Ensemble de définition
f+g F+G R
af, a constante oF R
u'e¥ e¥ D,
+1
u'u™ L D
u
n+1
u’ N’importe quel intervalle ou u est
— In(u) . . .
U continue et strictement positive
o 1 N’importe quel intervalle ol u est
— -_— continue et ne s’annule pas (du coup elle
un (n—1Dun-1 .
ne change pas de signe)

Recherche des exercices 43 et 45 P 194
Astuce

Pour les deux dernieres formules on doit souvent vérifier que u est soit strictement positive

Pour cela il nous faut interpréter le domaine sur lequel on travaille, et aprées quelques modification
successives faites proprement on peut conclure sur le signe de u

Exemple :

Donner une primitive de f(x) = ﬁsurl =] —0;5/2(
En tant que fonction quotient de deux polynémes, f sera continue sur tout intervalle de son ensemble de définition.

On peut donc intégrer la fonction suivante en reconnaissant :
u;,—> In(u) avecu =5—2xetu’ = -2
Deux problémes :
1) Je n’ai pas de preuve que u > 0 sur [.
xE]—00;5/2[¢>x<§¢>—2x>—22¢>5—2x> 5—-5&5—-2x>0doncsurl,u>0
2) ce n’est pas la dérivée que j’attendais donc pour I'instant ma formule n’est pas compatible avec ma
fausse dérivée 5 ( -2 )

S0 =55

situation. C'est le moment d’utiliser

ainsi F(x) = —gln(S —2x)

bonne dérivée




Heure 5
Exercice
Soit la fonction f(x) = 5x — x?2 représentée a droite 8
On veut déterminer Iaire de la zone en rose

Correction
On voit qu’il y a trois morceaux : deux sous I'axe des abscisses et un au-dessus.

Je vais calculer les aires associées de la maniére suivante

A = f_01 —f(x)dx u.a. A, = fosf(x)dx u.a. et 1

Ag = f56 —f(x)dx u.a.

On a utilisé - f pour les aires 1 et 3 car la courbe est sous I"axe des abscisse (la
fonction est négative)

Pour laire 2, f étant positive pour le calcul d’aire on a utilisé Pintégrale de f

0 5 .
A =[5, ~fedx + [ f)dx + [§ ~f ()dx) w.a.
= ([-F@)1% + [F@I§ + [-F@)]1§)u. a. 4
=—F(0)+F(-1)+F(5) —F(0)—-F(6)+F(5) ua.
=—2F(0)+ F(=1)+ 2F(5) — F(6) u.a.

5x2  x3

Or F(X) = T — ? } 6
EtdoncF(0)=0-0=0 F(-1) =20 01
F(5) = 5(+5)? _ (+5)° _ 125

2 3
125 gy = SCO2 GO g
EtdoncA=—2><0+%+2T—18=26,5u.a.

2 3 6 2 3
125

Aprés cet échauffement, un peu de cours : Relation de chasles

2) Relation de Chasles

Propriétés : Soit f une fonction continue sur un intervalle | ; a, b et c trois réels de |.

X f(x)dx+Lb f(x) dx = jb  (x) dx

Démonstration :
c b 1 .
L f(x)dx+L f(x)dx y=1@
= [F)I + [F()12 L
=F(c)—F(a) + F(b) — F(c) -
=F(b)—-F(a)
= [F(0)1; §
= [, f(x)dx — -
a 0 c b

Cette propriété est pratique pour calculer les intégrales ou les aires de fonctions qui sont définies par
morceau.



Soit f la fonction définie sur [3; 11] par f(x) =
{ x — 1sur[3;5]
—2x + 14 sur [5; 6]
{ gx — 2 sur [6;9]
\—2x + 22 sur [9; 11]

A= f;lf(x)dx ua = (f35f(x)dx + f56 flo)dx +

[0 f@dx + [ f)dx) u.a.

(f;(x —1)dx + f (=2x + 14)dx + |, ( 2) dx + fgn(—Zx + 22)dx) u.a

xz
- x] x? + 14x]8 + [57 - 2x]6 + [—x% + 22x]3 w. a.

(Z-5)- (— —3) + (=36 +84) — (—25 + 70) + (> — 18) — (£ - 12) + (—121 + 242) — (81 + 198)

?—5—E+3—36+84+25—70+%—18—121+242+81—198

=8-2+48—-45+27—-139+323-198=6+3 + 27+ 184 — 198 = 220 — 198 = 22u.a.

Entrainement : exercice 57 et 58 P195
Exercice 57
Pour cet exetcice on voit qu’on a en hypothése les valeurs de deux intégrales de la méme fonction f et qui comme par
hasard s’emboitent parfaitement (la premiere termine en 3 alors que la seconde commence exactement en 3)
2) f07f(x)dx = f03f(x)dx + f;f(x)dx d’apres la relation de Chasles
=-5+4=-1

b) f07(3f(x) —2g(x))dx =3 f07 f(x)dx — 2 f07g(x)dx par linéarité
= 3(—=1) — 2 X 3 (vu la question précédente)
= -9

Exercice 58P195

3

sur [0; 1] f(x) = x? , autrement dit C’est une fonction polynéme et donc la fonction f est continue sur cet intervalle

sur [1; 3] f(x) = —x + 2, autrement dit c’est une fonction polyndéme et donc la fonction f est continue sur cet intervalle
est ce que la fonction f est continue en 1 ?

sur [0;1], fF(D) =12 =1etsur [1;3]f(x) =—-1+2=1

la fonction est donc aussi continue en 1

b)

fol f(x)dx = folf(x)dx + flzf(x)dx d’apres la relation de Chasles

= f01 x%dx + flz(—x + 2)dx
2 3 3

x311 x2 1 22
—[?0+[—7+2x]1—?—?—7+2><2—

(—12—2+2><1)=§—2+4—§=§

Aire entre deux courbes

Méthode : Calculer l'aire délimitée par les courbes de
deux fonctions continues et positives




On considére les fonctions f et g définies par f(x) = x* +1 et g(x) = —x*+2x +5.
Déterminer l'aire délimitée par les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle [—1;2].

On calcule la différence de I'aire sous la courbe
représentative de g et de l'aire sous la courbe
représentative de f.

Cela revient a calculer la différence des intégrales :

[* g0adx " f (x)dx

- E(—x2 +2X+ 5)dx —ji(xz +1) dx

2 2
:{—lx3+x2+5x} —Fxﬁx}
3 E B
1 1

Lo +5x2—(—%(—1)3 (1) +5x(—1)j—[[§23 +zj-(§(-1)3 +(_1)ﬂ
=—§+4+10—(%+1—5)—E+2+%+1}

:—§+14—1+4—§—3—1
3 3 3 3

= —§+15= 9u.a.
3

A faire pour ’heure 6 : ex 62 et 64 P196

heures 6 & 7

ex 62 P196
a

fl)=x*—-x+1

A=b? —4ac=(-1)2-4x1x1=-3 doncla parabole n’a pas de point de contact avec I'axe des abscisses et donc
comme @ = 1 > 0 la parabole est entierement audessus de cet axe, autrement dit f(x) > 0 sur R

Signe de g

gx) =20 -2x+320 -2x>2-3@x < _—iz autrement dit f(x) = 0 sur | — 00; 3/2] or cet intervalle

contient [—2; 1]

g@)—f(x)=-2x+3—-(x?—x+1)=—x?>—x+2
A=b2 —dac = (-1)2 —4x (~1) X2 =9

Cette différence aura deux valeurs d’annulation : x; = _bz_a\/E = %6 =let x, = _b;;/& = 12/6 =-2
Vu le signe de @ = —1 on sait que g(x) — f(x) sera du signe de —a autrement dit positif entre ces deux valeurs
d’annulation, ainsi g(x) — f(x) = 0 sur [—2; 1]
b.

1 CFOLL, =[S 1] o (Boypq) o (C 2% ) o5 (L8 k) o
f_zf(x)dx—[F(x)]_z—[3 2+1]_2_(3 2+1) (3 2 +1)_6 ( 3 2+1)_2’5

Cest I'aire sous la courbe de f au-dessus de I'axe des abscisses et entre les verticales d’équation x = —2 et x = 1.

C.



f_lzg(x)dx =[G, =[-x2+3x]L, = (-12+3 x 1) — (=(-2)?+3(-2)) =2 - (-10) = 12

C’est aire sous la coutbe de g audessus de ’axe des abscisses et entre les verticales d’équation x = —2 et x = 1.

d

Laire de la zone proposée est la différence des aires proposées en c. et b.

1 1 1
A= f (9(0) — f())dx = f 900 dx — f F()dx = 12 — 2,5 = 9,5ua
-2 -2 -2

ex 64 P196

a. Méthode bourine pour trouver I’équation des paraboles
Qui dit parabole dit fonction de la forme f(x) = ax? + bx + ¢ avec a, b et c trois réels
Puis on regarde des points connus de la courbe :

f(=1)=2 a(=1D)?+b(-1)+c=2 {a—b+c:2 {a—b=1 {2a=2 {azl
& & &

fO=1 a0?+b0+c=1 c=1 c=1 c=1 ®{c=1
fa=2 a(+1D)?+b(+1)+c =2 a+b+c=2 a+bh=1 a+b=1 Wb=0
flx)=x?+1

De la méme maniére on peut trouver que g(x) = —x2 + 3

b. L’aire entre les deux courbes entre les abscisses -1 et 1 sera f_ll(g x)—f (x))dx (on intégre la fonction du

dessus moins celle du dessous, sur Iintervalle adapté.) f_ll(g(x) — f(x))dx = f_ll(—xz +3—-(x*+ 1))dx

1 2 [ 2x® o 2x13 2x(-1)3 2 2
= [ (~2x +2)dx—[—T+2x]_1—(— . +2><1)—<— - +2x(—1)>——§+2—§+2

8

3
c.  On peut remarquer que la figure dont on cherche a calculer 'aire a deux axes de symétrie et donc son aire est 4

fois l'aire de la zone sous la courbe bleue audessus de ’horizontale d’équation y = 2 et 'axe des abscisses.

A=4[](g(x) - 2)dx = 4f01(—x2+1)alx=4[—";+x]1 =4(—§+ 1—0) =2

0

ces deux paraboles ont I’axe des ordonnées comme axe de symétrie

Découverte de la formule de la moyenne

Il. Valeur moyenne d'une fonction

Définition : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] avec a#Db.

1 b
On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre réel m= b a f(x)dx.
— a a

Interprétation géomeétrique : _ /
L'aire sous la courbe représentative de f (en rouge ci-
dessous) est égale a l'aire sous la droite d'équation

y =m (en bleu).

m(b — a)u.a.= f(ff(x)dx u.a.

@ mb—a)= f;f(x)dx _
Cy

! fabf(x)dx /4

(b-a)

om=




Exemple :
Calculons la valeur moyenne de la fonction f définie par f (x) =3x* —4x+5 sur l'intervalle [0 ; 10].

B 1 10
" 10-0

= %[x"3 —2x? +5x]:)0

m (3x2—4x+5)dx

= %(1000 —200+50)

=85
Méthode : Calculer une valeur moyenne d'une fonction
On modélise a l'aide d'une fonction le hombre de malades lors d'une épidémie.

Au x-iéme jour aprés le signalement des premiers cas, le nombre de malades est égale a f(x) =16x*—x°.
Déterminer le nombre moyen de malades chaque jour sur une période de 16 jours.

1 16
m=——| f(x)dx
16-0"0
600
_ 1 16(16x2—x3)dx 1
16 70
500 |
1[@1}
161 3 4 400
1(16 1
=—| =—x16°-=x16" 0 e 4 By bbbk mT
16(3 4 j 300
3 3
_16° 16" 200,
3 4
_@ 100 |
12
1024 0 . . : : ; . . .
:Tz341 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Le nombre moyen de malades chaque jour est environ égal a 341.

Bonus 68 P 196
Donner la moyenne de f(x) = 4x3 + 2x sur [—2; 2]
x* 2x2) 1

—+—| =—[x*+x?]%,

— J2(43+2)d !
SR> 1 e LI I

) -
= Z((24 +28) = ((-2* + (-2)9)

—1 16 + 4 16 + 4 —10—0
_Z(( +4)— (16 + ))_Z =

Entrainement pour vendredi : exercice 66, 67 et 71 P196

Devoir maison pour lundi 30 mars
: 74 et 88 P197



Heure 8

Entrainement pour vendredi : exercice 66, 67 et 71 P196

Devoir maison pour lundi 30 mars
: 74 et 88 P197

Exercice 66P196

v m=g L= 5], =3(5-55) =36+ -
l

1(1)f 3xdx = ] (ﬁ 35 )) %G‘%):O

__1 eln —-_1_ z 1 ) . unttt
c. m= ) dx f (ln(x)) dx je reconnais u'u™ - —

b. m=

r_|

avec U = In(x) etu’ ==

e-171 «x e—1 x
(ln x) 1 /(n e)2 (In1)? 1 (1 0) 1
Te—1 Te—1\ 2 2 Te—1\2 T 2(e—1)
sx3 32213 1 (5x33 3x3? 5x(-2)3  3x(-2)2
d. m= 3(2)f (5x° _3x)dx__[7_7_2_§<( 3 2 )_( 3 2 )

=(15-T+3+3)=1=%

Exercice 67P196

a) vrai

On peut le constater en faisant le calcul qui utilise la formule du cours, ou on peut remarquer que la courbe dans
Iintervalle considéré est symétrique par rapport a l'origine, I'aire au-dessus est la méme que I'aire au-dessous, si on prend
leurs signes en compte on peut prévoir que l'intégrale va étre nulle.

b) vrai

5 e e = D (10 dx = J et = ((met ) — (et ) =1 (0 —eH =1 (1 e
m=-2"Lax = In()} = 103 -1n2) = In (2)

68P196
. . N , . X
Valeur moyenne de h sur [0; 4] avec h la fonction qui associe a tout réel x le réel h(x) = )
1 4 x 1041 u’
m=—/ x = dx je reconnzus — > In(w) avecu = x2 + 1 et u’ = 2x (on a bien u strictement
4-070 x2+41 4Jo 2 x2+1

positive et continue sur [0; 4])

m =1 nGe + 1)]2 = 1@ + 1 - 2n©% + 1) =1 (A7) - 2in(n) = 2n17)
b
| reodx = (FGote = F0) - F@)

Exercice 74

f(x) = 2xe™
1) On propose F(x) = (—2 — 2x)e™™ déterminons F'(x)
Je teconnais uv = u'v + uv’ avec = =2 — 2x ,u’ = -2

CO



Correction des exercices d’entrainement

Exercice 32P193
5) f(x) =x%+ 3x — 1, f est une fonction polynome définie sur R donc elle est continue sur cet intervalle et

3 2
elle admettra des primitives de la forme (x) = x? + 3% —x+c.SideplusonaF(2) = 3 alors

3 2
2?+327—2+c=3 <3=¢>§+6—2+c=3¢>c=3+2—6—§¢>c:—1?1ainsi:

3 2
F(x):"—+3"—— -5

6) f(x)=2x—-5 + f est une fonction continue sur ]0; +oo[et elle admettra cet intervalle des primitives

de la forme (x) = T— 5x + 3(—;) + c.SideplusonaF(3) = —1alors

2x32 1 -
—5x3+3(=3)+c=-1®9-15-1+c=-1&c=-1+1+15-9 c = 6ainsi:
3
F(x)=x2—5x—;+6
3
7) f(x) = SR % + % =x+ % , f est une fonction continue sur ]0; +oo[et elle admettra cet intervalle des

2
primitives de la forme (x) = x? + (— i) +c¢.SideplusonaF G) = %alors

12
@ ~ 7 =1l =1 — oo _x2 1
2 +< (1)>+C _8¢>8 2+C—8¢>C—23II’ISI.F(X‘)_2 x+2

2

49P195
6

) ==
4 fx _X—
a) Pour prouver que f(x) =1 +5—

Je ne peux commencer par I'égalité, c’est elle que je cherche a démontrer
Par contre je peux partir d’'un membre le travailler encore et encore pour arriver a retrouver I'autre membre.

. 4 , - . _ . .
Icicomme 1 + Py est le plus éparpillé des deux membres je pars de lui et j'essaye de trouver la formule de I’énoncé.

4 1(2-x) i_z—x+4_6;x_(6—x)(—1)_—6+x_ﬁ_
1+E_1(2—x) 2-x  2-x _2 x  (2— x)( 1)_—2+x_ —f(x) CQFD
b) SUI’]—OO;Z[ f(x)_1+__1+__12T_1_4ﬂ
Je reconnais;—>ln(u) avecu =2—xetu' =-1

mais attention cette formule (maintenant qu’on est un peu plus attentifs aux détails) n’est valable que si
u>0
Pour avoir le droit de l"utiliser je dois m’assurer que u > 0 sur l'intervalle considéré
Px<2&S —x>-22—-x>0 doncsur]—oo;2[onau >0
Ainsi F(x) =x —4In(2 — x)

c) f_llf(x)dx =[F)L,=F1)-F(-1)=(1-4In(2-1)) - (-1-4In(2 - (-1)))
=1—4In(1)+1+4In3) =2 +4In(3)

50P195 fx) ==—
a. folexdx =[e*]} = et - e° =e—1

1 ¥ : . .
fo = dx =? lJe reconna|s — - In(u) avec u = e* + 1 une fonction strictement positive sur R
u' =e*

= [In(e* + D]} = In(e* + 1) — In(e® + 1) =In(e+1) —In(2) =In (e“)

e* eX eX eX*(e¥*+1) eX e?¥yeX—eX
b. e* — =—— = - = = = f(x)
eX+1 1 eX+1 1(e*+1) eX+1 eX+1 eX+1
e*(eX+1) = e eX +eX¥ =e ¥ +eX¥ = e + e

c. dx = (e" )dx d’aprés b.

fO ex+1 f e*+1 P

x
—f e*dx —

=e—1—-In (e;rl)




. , u
Nouvelles formules pour intégrer : — —
u

!

~ o Dut dans la mesure ou u est de signe constant sur tout I'intervalle

surlequel on travaille.

43P194

En tant que fonction quotient de deux polynémes, f sera continue sur tout intervalle de son ensemble de définition.
On peut donc intégrer la fonction suivante en reconnaissant :

a.

44pP194

3 1 . .
fx) = G 3 e sur I =] — oo; —1[ surl'intervalle en questionx + 1 < 0

. u
Je reconnais -— - avecu=x+1letu' =1

- (n—-1)un-1
e —1 — o0 — —_3(_-_1 -3
Ainsisur[ =] —oo; =1[ F(x) = 3( 1(x+1)1) =——
-2 1 e : _
fx) = msurl =] — 00,5[ sur I'intervalle en question 1 —2x > 0
Je reconnais — — —————avecu=1—-2xetu' =-2
un (n—-1)un-1
- 1.1 _(_ 1 !
Ainsisur [ =] —oo; 5[ F(x) = ( (3—1)(1—2x)3—1) = 2(-2x)2
10 5 3 e .
fx)= Grra 2 Grra)t surl =] — o +oo[ sur I'intervalle en question 5x +3 > 0
Je reconnais — — —;_ avecu =5x+3etu’' =5
un (n—-1)un-1
- .1 (L 1 =2
Ainsisur [ =] —co; 5[ F(x) =2 ( (4—1)(5x+3)4—1) " 3(5x+3)3
—6x 2x
f(X) = W = —3msur1 —]1, +00[

x? — 1 est un polyndme de racines —1 et 1 il est du signe de a = 1 a I'extérieur des racines donc sur |
x2—1>0
!

. u
Je reconnais - — avecu = x% —letu' =2x

- (n—-1)un-1

. . 1 3
Ainsi sur | =] — O0; —1[ F(x) = -3 (_ 1(x2—1)1) = x2-1

La fonction exponentielle est continue et toujours strictement positive sur R, donc il en va de méme pour

! 14
. , . . u .le u
On pourra donc intégrer les fonctions a. et b. en reconnaissant oo In(u) et c. en utilisant T

a.

e* + 2 (rajouter 2 ne change pas la continuité, et rend le signe encore plus positif)
e ™ + 3 (le signe de I'exposant ne change pas le signe de I’expo, le +3 rend la fonction encore plus positive)

e ¥+ 1lidem
1

(n—1un-1’
flx) = e§+2je reconnais% S In(w) avecu = e* + 2 etu’ = e*
AinSi F(x) = ln(ex + 2)
X s ,
F&) = ez‘ex+3 = —2—— jereconnais — — In(u) avecu = e~ + 3etu' = —e™* (rappel : (¢*)' = u'e")
Ainsi F(x) = In(e* + 2)
_ —e X . . u_’ _; L N
f() = G=ypys Je reconnais 17 - — - avecu = e + letu' = —e
Ainsi F(x) = LE—

1(e=*+1)  e~*+1

Bonus linéarité : exercices 82 et 83P199

82P199
a.

83P199

idx = [Inx]§ =In(e) —In(2) =1 —1In(2)
dx =[In(x —1)]§ =In(e — 1) —In(1) =In(e — 1)

1 _xi _ -1 1x x-1-x 1
x x-1 x(x-1) (x-Dx x(x-1)  x(x-1)
e -1 e (1 1 el e 1
5w = J G- p) dx = f pdx — [ dx =1-In(2)

On cherche a et b deux reels qui vérifient : a(x + 1)2 + b = 2x%2 + 4x — 1
Qalx?+2x+1)+b=2x>+4x-1 Qax?+2xat+a+b=2x2+4x—-1
Sax?+QRa)x+(a+bh) =2x*+4x—1



Pour que deux polyndmes soient égaux il faut et suffit que leurs coefficients des termes de méme degré soient égaux
deux a deux.

Jai deux polynémes de part et d’autre du signe d’égalité, les coefficients des x? doivent &tre égaux, ceux des x aussi
et pour terminer il en va de méme pour les termes constants

a=2 les termes en x?
Ici on aura alors 2a =4 (respectivement pour les termesenx )
a+b=-1 les termes constants

a=2
@{ a=2 ®{ba___23ainsi2(x+1)2—3=2x2+4x—1

2+b=-1
Remarque : la nouvelle écriture obtenue : 2(x + 1)? — 3 n’est rien d’autre que I’écriture canonique de la fonction du
second degré (a(x — a)? + 8, avec icia = 1, @ = —1 et = —3 c’est une notion abordée en 2"*) d’un seul coup

d’ceil on peut voir que la parabole est sous forme de U elle admet un minimum en -1 qui aura pour hauteur -3.

_2x%+4x-1 _ 2(x+1)*-3 _ 2(x+1)* 3, 1
) == = "Gr — e w273 (x+1)2
Ainsi [ f()dx = [ ( 3——)dx = [} 2dx -3 [} ——dx =2 ]1—3[—L1
(x+1)? 0 (x +1)2 x+1lg
On a reconnu u— - —= avec u = x + 1 strictement positif sur [0; 1] etu’ =1

fof(x)dx =2x1—2x0—3((—rll) (_O_Jz)):z_g(_%ﬂ):z_%:%

Bonus

Donner la valeur moyenne des fonctions suivantes sur les intervalles associés :

_ 20x _ i
1) flx)= T0X150 surl = [0;1]
2) g(x) = (5x% —6x+3)(10x — 6) surJ = [—1;1]
-65
3) h(x) = —(szij(c)xizoo)‘* sur [0; 10]
1 20
1) m= —f fOdx = [ = 150 dx

Je reconnals: — In(u) avecu = 10x2% + 50 et u’ = 20x (on a bien u > 0 sur R donc sur 1)

m = = [In(10x? + 50)J} = In(10 x 12 + 50) — In(10 x 02 + 50) = In(60) — In(50) = In (g) = In(1,2)

2) m= f g(x)dx = —f ,(5x% — 6x +3)(10x — 6)dx

1(1)
it

Je reconnais u'u™ -
n+1

_ 1[(5x*-6x+3)" v 1((5W%-6()+3)°  (5(-1*-6(-D+3)" _ 1(@ B (6+6+3)2) _ 1(2 B zs) 221
m=3 2 . 2 2 2 T2\ 2 2 T2 2/ 4

avecu=5x>—6x+3,u' =10x —6etn=1

f10 13x-65 1 £1013x-65 10x-50

3 h(x)dx —— —dx = —

) ~ To- of () ~ oo (5x2 50x+200)% 1070 10x—50 (5x2—50x+200)%
1 f10 13(x-5) 10x—-50 _ f1013 10x—-50
T 10

0 10(x=5) (5x2-50x+200)% ~~ 1090 10 (5x2—50x+200)*
!

Je reconnais% - —m avecu = 5x% — 50x + 200 etu’ = 10x — 50 (A= —1500 < 0 on a bienu > 0 surR

dx

dx

doncsur )

1 [13 -1 ]10 1 ( -13 -13 )_ ( -13 -13 )_ 0
~ 10 l103(5x2-50x+200)3], ~ 10 \30(5(10)2-50(10)+200)3  30(5(0)2-50(0)+200)3/ ~ 10 \30(200)3  30(200)3/



(41

S
—]

g

k]

bk —-—ad |- —— 1

flx)=

5+5Inx

5. Onnote = 'aire, mesurée en unités d'aire, du domaine plan délimité par la courbe 4, 'axe des
abscisses et les droites d’équation x = 1 et x = 4. Cette aire vérifie :

a. 20< . <30

b. 0<af <15

:((5+51n(X))/X)dX

11.73600194

i)

ab——d————— 1~

4
A Bgf flox=9
2

1
B. sz flx)x <10
2

4
C. Jf Flxix= fi4)— F(2)
rd

4
D. f flx)x=9
2

C est faux car f24f(x)dx =[F)3=F4) —-F(Q2)

=Y



