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Suites

e Démontrer que si (u,) et (v,) sont deux suites telles que :
o u, estinférieur ou égal a v, a partir d'un certain rang ;
O Uy tend vers +o quand n tend vers +oo
Alors v, tend vers +oo quand n tend vers +oo
Soit (u,) et (v,) sont deux suites telles que u,, < v, a partir du rang n, et nl_iHlooun = 400

Soit A un seuil réel, comme lim u, = +oo il existe un rang n, a partir duquelonau, > A
n—-+oco

Soit n, un entier supérieur a ny et nq alors Vn > n,on auran = ny donc u,, < v, etn = n, donc
u, = A etainsi v, > u, = A donc (v,,) tend bien vers 4+ quand n tend vers +oo

e Démontrer que si une suite est croissante et admet pour limite [, alors tous les termes de la
suite sont inférieurs ou égaux a [
Par I'absurde : supposons qu'il existe un rang n, tel que u, > L.
Soitaetb deuxréels telsque: a <1< b <wu,, donc]a;b[estun intervalle ouvert contenant [
vn = ng, u, = u,, > ldoncil n’existe pas de rang a partir duquel on ait tous les termes dans ]a; b|[ ce

qui contredit le fait que u,, converge vers [. Donc on ne peut avoir de terme supérieur strictement a [.

e Démontrer que la suite (q™), avec g > 1, a pour limite +oo
Prérequis : on sait que pour tout réel positif a on a pourtoutn: (1 +a)" =1+ an
Soitg > 1,onposea = q — 1 onadonca > 0 etdonc pourtoutn:(l1+a)® =1+ andonc
pourtoutn:q" =>1+an

comme lim 14 an = 400 car a est positif donc par théoréme de comparaison lim g" = 400
n—-+oo n-+oo

e Démontrer qu’une suite croissante non majorée a pour limite +oo

Soit (u,,) une suite croissante non majorée. Soit A un réel, (u,,) étant non majorée il existe un rang n,
tel que u,, > A. (u,,) étant croissante Vn = no, u, = u,, > A. Ceci étant valable pour toutréel Ala

suite est par définition une suite tendant vers +oo quand n tends vers +oo

Exponentielle

e Démontrer I'unicité d’'une fonction dérivable sur R, égale a sa dérivée et qui vaut 1 en 0
Soit f et g deux fonctions dérivable sur IR, égale a leur dérivée respective et valant 1 en 0
Partie 1 : montrons que f ne peut s’annuler. Soit h(x) = g(x)g(—x) alors h est dérivable et

h(x) =g x)g(—x) —gx)g'(—x) = g(x)g(—x) — g(x)g(—x) car g est égale a sa dérivée donc
h'(x) = 0 donc h est une fonction constante, or h(0) = g(0)g(—0) = 1 X 1 = 1 si il existait un
nombre annulant g alors il annulerait aussi h ce qui est impossible donc g ne s’annule jamais.

Vu qu’elle est continue et positive en 0 et qu’elle ne peut s’annuler elle sera strictement positive sur R
Partie 2 : montrons que 5 est constante.

! [ _
En tant que quotient de fonction dérivable et non nulles 5 est dérivable et (g) =1 gng‘g = fgngg =0

0 1 . . SN s
De plus % =1 donc 5 est une fonction constante valant 1 pour tout réel x. donc f = g D’ou l'unicité.



e Démontrer que lim e* = +oetque lim e* =0

X—+00 X—>—00

Soit f la fonction définie sur R par (x) = e¥ — x.On auraalors f'(x) = e* — 1
La fonction e* étant croissante f' sera négative avant f'(0) = e® — 1 = 0 et positive apreés et donc f
sera décroissante avant 0 et croissante apres. De plus f(0) = 1 donc sur R* f(x) > 0 donce* > x or
lim x = 400 donc par comparaison| lim e* = 4oo|

x—+00 —+00
. lim —x = +o0 .
X—>—00 .
e =—ory ..y donc lim e™ = +odonc lim — = 0 donc|lim e* =0
e~x lim e¥ = +0 xX——00 x——co e~ ——00
y—+co

X

e Démontrer que lim = 4owet que lim xe* =0
Xx—+oo X X—— 00
Soit f la fonction définie sur R par (x) = e* — 7. On aura alors f'(x) = e* —x d’apresla
démonstration précédente on sait que [’ est positive sur R* donc f est croissante sur cet intervalle.

2 2 X
De plus f(0) = 1 donc sur R} on aura f(x) > 1 donc e* — x? > 0 donce* > x; donc % > gor
lim < = 40 donc par comparaison | lim = = +oo

x—+00 2 —>400 X
lim —x =+
X —x X——00 e X A x
xe* =—1—or S donc lim — = 4+oodonc lim — 1— = 0donc| lim xe* =0
e im — = +oo xX—>—00 —X X—>—00 —>—00
y—>+o0 Y

Intégration
Pour les deux demonstrations on se placera dans le contexte ou F définie sur [a ;b] par F(x) =
x s . ) . , .
fa f(t) dt est définie quand f est positive sur [a; b] comme I'aire entre I'axe des abscisses, la courbe
représentative de f et les verticales d’équation coupant I'axe des abscisses en a et en x

e Démontrer le théoréme : « si une fonction f est continue et positive sur [a; b], la fonction
F définie sur [a;b] par F(x) = f(ff(t) dt est dérivable sur [a ;b] et a pour dérivée f » dans le
cas ou f est croissante.
Soit une fonction f est continue, positive et croissante sur [a; b],
Soit x, € [a; b] et h un réel non nul tel que x, + h € [a; b] (h peut étre positive ou pas)

Flo+ ) = Flx) _ [ f@de— [ f@de [ f@de+ [ f@de [ fo)de

(xO + h) - xO B h h h
Sih>0
alorsa < xg < xg + h < betvu que f est croissante sur [a; b] donc sur [xy; x, + h], on aura ainsi:
fx0) < F(8) < foxo + k) done [ Fx) de < [ f(&) de < 77" fxo + h) dt
Donc £ (x0) ((xo + 1) — %) < [ "°+" F(£) dt < f(xo + h)((xo + h) — x0)
xo+h f"“*hﬂ Dat
Donc f(xg)h < f f(®)dt < f(xo + h)hdonc f(xg) <————=< f(xo+h)
F(x0+h)—F(x0)
Donc f(x) < T roth)—xa < f(xg+h)
. : F(x+h)—F(xo)
Or lim, f (xo + h) = lim,f(xo) = f (x) done lim, —7=25m50% = £ (xo)
Sih<0

alorsa < x¢ + h < xy < b etvu que f est croissante sur [a; b] donc sur [xo + h; x,] on aura ainsi :
f(xo +h) < f(£) < f(x) donc x°+hf(Xo +h)dt < f SOde< [ +nf (o) dt
Donc f(xg + h)(xg — (xo + h)) < o +hf(t) dt < f(xo)(xo — (%o + h))

x fx +hf( )dt
Donc f(xg + h)(=h) < f 0 L@ dt < f(x)(=h) donc f(xo +h) < °—

X0+h
done f(xo + h) < ﬂ < f(xo)

< f(xo)



F(xo+h)—F(xo)

Donc f(xg + h) < T £(x0)
i = i = i FGo+h)—F(xo) _
OF a0 £ ) = IS (o) = o) done IR ™ eyemims, — (%0
. P . F .X'0+h —-F Xo _ . F x0+h —F X0 — L. , _
Ainsi : hlLI(Y)IJr Troth—xg A T ot xg f(x,) donc F est dérivable en x, et F'(xg) = f(xg)

e Démontrer le théoreme : « si une fonction f est continue sur un intervalle I alors elle admet
des primitives » dans le cas ou I est fermé et borné et f admet un minimum.

On vient de prouver que F(x) = f;f(t) dt était une primitive de f quand f est positive dans un

intervalle [a; b] contenant x.

On va montrer que f n’a pas besoin d’étre positive pour avoir une intégrale. On se placera toute fois
encore dans un cas particulier : f est continue sur un intervalle I = [a; b] et elle admet un minimum m
sur cet intervalle.

Sous ses hypothéses, on définit la fonction g qui pour tout x de [ vaut g(x) = f(x) — m donc

On sait que sur/ ona f(x) = m donc f(x) —m = 0 donc la fonction g est positive, de plus vu que f
est continue elle le sera aussi et donc elle admet une primitive surl: G(x) = f; g)dt

Enposant F(x) = G(x) + mxonasurl F'(x) =G'(x) +m=g(x)+m = f(x)

Donc F est une primitive de f surl

Géométrie dans I'expace

e Démontrer le théoréme du toit : « Si une droite d’est paralléle a deux plans sécants P; et Pz,
alors elle est parallele a leur droite d'intersection d. » ou encore « Ou si on a deux droites
paralleles d; et dz un plan P; contenant d;, un plan P2 contenant dzet P; et P>sécants suivant
une droite dalors l'intersection ddes deux plans est parallele aux droites d; et dz. »

Par I'absurde : Supposons que les plans sécants et P-passant par les droites paralleles d; et dzse
coupent selon une droite dnon parallele a d;et d>.

det d; sont deux droites du plan P; et ne sont pas paralleles donc elles se coupent en un point noté A.
Ce point étant sur la droite d’intersection des deux plans P; et P, il sera aussi sur P,. Ainsi d; est une
droite passant par un point de P, et parallele a d, une droite de ce méme plan, donc elle doit elle aussi
étre sur P, donc d, est la droite d’intersection et donc elle est confondue avec d ce qui contredit notre
supposition : d n’est pas parallele a d,. Cette supposition ne peut donc qu’étre fausse.

Conclusion : la droite d’intersection est parallele a d; et d,

e Savoir caractériser les points d'un plan de I'espace par une relation ax + by + cz + d = 0 avec
a, b et c trois réels non tous nuls.

Methode de caractérisation :
Si on connais les coordonnées de trois points non alignés, on peut en déduire les coordonnées de deux
vecteurs non colinéaires du plans. A I'aide de ces coordonnées et de celle d’'un point on peut en

X = X4 + xgt + xpt’
déduire un systéme d’équations paramétriques caractérisant le plan{y = y, + yzt + yzt’

Z =z, + zyt + zpt’
En travaillant sur deux lignes il faut isoler t et t’, puis dans la troisieme ligne il faut substituerat et t’
les expressions trouvées. On aboutit a un une équations ne contenant plus les deux parametres : c’est
une équation cartésienne.

e Démontrer qu’une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si et seulement si elle est
orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.



Sens direct : Si elle est orthogonale a toutes les droites du plan elle le sera forcément pour deux d’entre elles.

Réciproquement : supposons que A de vecteur directeur 71 est orthogonale a deux droites d, et d, du plan de
vecteurs directeurs respectifs : u; et u,. Soit d une droite du plan de vecteur directeur i, alors il existe un
unique couple de réels a et b tels que i = au; + bu,. On aura donc 7.4 = 7. (au; + buy) = an.u; + bi.u,
Donc#.u = a0 + b0 car 1 est orthogonale a u; et u, donc7.u = 0 donc A est orthogonale a d.

Conclusion A est bien orthogonale a toute droite du plan.

Probabilités

e Démontrer que si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour A
etB.
Supposons que A et B sont indépendants. B
P(4 N B) = P(B) — P(A n B) formule de probabilité ( A et A réalisent une partition de I'univers)
P(AnB) = P(B) — P(A)P(B) car A et B sont indépendants
P(AnB) =P(B)(1—P(A)) = P(B)P(A) donc 4 et B sont indépendants.

e Démontrer que I'espérance d’'une loi exponentielle de parameétre A est >

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A1 alors :
N —Ax — 1 t —Ax
E(X)= [, xAe™"dx tl_l)grnoo Jy xAe™* dx

Premiére partie : gérer 'intégrale

Version 1 : On peut régler ca rapidement avec une Intégration par partie en sélectionnant u(x) = x et
v'(x) = e ™

Version 2 : L'intégration par partie n’est pas au programme donc voici une méthode a la noix qui est
bien dans le cadre du programme : comment intégrer g(x) = (0 + 1x)Ae~** ? comme on ne sait pas
faire, on peut essayer de comprendre ce qui se passe quand on dérive, ¢ca nous donnera des idées pour
intégrer :

g'(x) = e ™ — x2%e™** = (1 — xA¥)e~** donc quand on dérive on a encore la méme forme : une
fonction affine multipliée par e ~** on peut donc supposer qu’une primitive de g sera :

G(x) = (ax + b) e™** dérivons: G'(x) = ae™ — (ax + b)A e ™ = (a + Ab — dax)e ™

p=-2 -
reuy a+Ab =0 1 PO (=%, 1\ _jx _ 1 -1
G (x)—g(x)@{ g =1 & a=i<:> a:ia1n51G(x)—(7+A—2) e x—l—z(l—x/l)e x
-2 -1
est une primitive de g et donc E(X) = i(1—x)L) e"lxrm: lim [i(l—xl) e‘lx]t
p 9 A2 0 to+oo0 LA2 0

Partie 2 : gérer la limite

_ B i . —lt . i . _/10) _ . (e—lt . e—lt l)
E(X) tl_l)%‘loo (Az (1—th)e S(1-02)e lim (57— a5 +3
. e M 1 tA 1
= lim (G —mm +3)
lim — At = —
e d ition lim e ™
lim €= onc par composi Jim =

=0

lim At = +o0

t—+o0 .. . eM . o1 1 td
ey donc par composition lim — = +oo donc par inverse et produit lim —=—=10
lim — = 4o to+oo At to+oo e

y—>+o0 Y

Donc E(X) = tlir;n

o)

e™ 1 2 1 1
(G —mam +3)=0+0+3

e Démontre que Va €]0;1[, 3! u, > 0,P(—uy < X <u,) =1 — a lorsque X suit la loi normale
N(0; 1)



Par symétrie de la courbe de f :

P(-u<X<w)=2P0<X<uw=2[ f(x)dx =26 t o s
ou G est la primitive de f sur R qui s’annule en 0. 1
G est continue et stric;cement croissante (car f>0) sur |0; +oo[. 26() /
De plus ul_i)erG(u) =  car cela correspond a I'aire sous la courbe de f sur [0; +oof

D’ou le tableau de variation ci-contre de 2G. o

Pour tour réel @ de ]0; 1[, 1 — & sera aussi dans ]0; 1[ donc d’apreés la
conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique u, > 0 tel que :
2G(uy) = 1 — a donctel que c'est-a-dire: P(—u, <X <u,)=1—a«a

e Démontrer que si la variable aléatoire X,, suit la loi B(n; p) alors Va €]0; 1[,ona:

=1-— —|p_qy Yoo . Jel-p)
nl_l)lzloop( EI)—l aavecIn—[p Ug— =P~ Ua™ =

On sait que si Z suit une loi V' (0; 1) pour tout nombre a compris entre 0 et 1 il existe un unique
nombre u, telque: P(—uy, <Z<u,)=1—-«

Et donc d’apres le théoreme de Moivre Laplace on sait que P (—ua < % < ua> converge vers
np(1-p

P(—u, < Z < u,) cherchons maintenant I'intervalle de fluctuation encadrant F,, = );—"
Xn—np
— < < = — - < — < -
p ( Ug S e = ua) P( Ugy/np(1—p) S X, —np < ugy/np(1 p))

= P(—ua,/np(l —p)+np <X, <ugy/np(l—-p)+ nP)

_p <np—ua\/np(1—p) <M o mptitanp(l- p)) p (p _ Ua/m(p) Fo<p+ ua\/np(l—p)>
n

n n n n

p(1-p)

Ainsi P (P — Ug p(ln_p) <F, Sptu, > convergevers P(—u, <Z<u,)=1-a

Estimation
e Avec X, suitlaloi B(n;p) on pose F, = % pour n assez grand P (p € [Fn - \/iﬁ; E, + \/—ﬁ]) =
0,95

On saitque sin > 30, np = 5 etn(1 — p) = 5 autrement dit a partir d'un entier n, alors F,, =

admettra comme intervalle de fluctuation au seuil de 95% : [ — 1,96 fp(l P) p+ 1,96 /p(l P l

1,96(1—2p)

Soit f la fonction définie sur ]0; 1[ par f(p) = 1,964/p(1 — p) on aura donc f'(p) = 'm
p(1-p

On en déduit que la fonction est croissante jusqu’a %2 et décroissante apres donc elle culmine en %
pour lequel elle prend la valeur 1'796 qui est plus petite que 1 donc Vp €]0; 1[ 1,964/p(1 —p) < 1let

donc

1,96 p(lnp)<F et= < ~196 /”“ p)etdonc[ ~ 1,96 [P p + 1,96 [PP) ”] [p——=ip+]
(1- (1- 1 ., o,
donc 095<P<F el ~1,96 /p 2 4+ 1,96 22 ”D<P (Foelp-= =D +ﬁ]) (inégalité

%]) > 0,95

stricte car I'inclusion est stricte) Conclusion pour Yn > ng, P (Fn € [p — \/—ﬁ; p+



