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Exercice 1 - [5 points]
d traiter par I'ensemble des candidats

Dans une usine, deux machines A et B fabriquent des écrous. On sait que 64% de la production totale
d’écrous provient de la machine A et le reste de la machine B. Une étude statistique a montré que
e 5% des écrous provenant de la machine A sont défectueux

e 8% des écrous provenant de la machine B sont défectueux.

On préléve au hasard un écrou a la sortie de I'usine. On considére les événements D, A et B suivants :
e D I'événement « |'écrou tiré est défectueux »
e Al'événement « I'écrou tiré provient de la machine A »

e Bl'événement « I'écrou tiré provient de la machine B »

Le nombre d’écrous produit par 'usine étant tres important, on considere que le tirage est avec re-
mise.

PARTIEA :

5 8

P 2. A et B réalisent une partition de Q donc d’apres la formule de probabilité totale :

P(D) = P(D N A) + P(D N B) = P(A)Py(D) + P(B)Ps(D) = —0,05 + (1 — =) 0,08 = 0,0608.
»3.P,(D)=0,05et P(D) = 0,0608 donc P,(D) # P(D) donc les événements A et D sont dépen-
dants.

P 4. On tire au hasard 5 écrous a la sortie de 'usine de fagon indépendante, on appelle Y la variable
aléatoire qui correspond au nombre d’écrous défectueux.

a) On répete de maniere identique et indépendante 5 fois la méme expérience de Bernouilli a deux
issues D et D avec P(D) = 0,0608, la variable aléatoire comptant le nombre d’occurrence de

608

I'événement D suivra donc une loi binomiale de parametre 5 et 0,0608. On note cette loie : B (5; 10000)

b) P(F) = P(Y = 1) = (3)0,0608'(1 — 0,0608)* ~ 0,2365



PARTIEB:
On tire successivement avec remise un écrou a la sortie de I'usine, on pose X la variable aléatoire égale
au nombre de tirages nécessaires pour obtenir le premier écrou défectueux.
On rappelle que la probabilité pour qu’un écrou soit défectueux a la sortie de 'usine est p = 0,0608.
» 1. P(X = n) correspond a la probabilité d’avoir n-1 piéces non défectueuse puis une piéce défec-
tueuse, il n’y a qu'un seul chemin qui correspond a cet événement donc :

P(X =n) = 0,0608 x (1 —0,0608)""1 = 0,0608 x (0,9392)" 1.

» 2. G, Correspond au cas ou X vaut 0 ou 1 ou 2 ou ... ou n donc:

k=n k=n

P(G,) = PX=k)= (0,0608 x (0,9392)*"1) =1 -(0,9392)"

»3.P(G,) < 1deplus:
P(G,) = 0,99 < 1 — (0,9392)" > 0,99 < 1 — 0,99 > (0,9392)™

1n(0,01) < 1n(0,01)
In(0,9392) — 1n(0,9392)

< In(0,01) > In((0,9392)") < In(0,01) = n % In(0,9392) &

~ 755,1

donc a partir de N=756 on aura P(G,,) € [0,99; 1]
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Exercice 2 - [5 points]
d traiter par I'ensemble des candidats

Partie A : Restitution Organisée de Connaissance

1
On considére la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = e* — Exz.

P1lg'(x) =e*—xetg"(x) =e*—1.
P 2. a)e* étant croissante g” le sera aussi, de plus g"'(0) = 0 donc g" sera positive sur [0; +oo[ et
donc g’ sera croissante sur cet intervalle.

b) g'(0) = 1 et g’ est croissante donc g’ sera positive strictement sur [0; +oo].

P 3. a) donc g sera croissante, de plus g(0) = 1 donc g(x) = 0 sur [0; +oo].

b) soitx >0, g(x) =0 < e* ——x >0 e >- x <i> xor lim 2x— +00 donc par
xX—+00
ex
comparaison lim — = +4o0
x—>+o0 X

Partie B : Etude d’'une fonction

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = xe™.

»1.f(x) =xe™* ==.0r lim ¢ = +oo donc hm L f(x) = 0.

x—>+o00 X
lim e* = 0* donc lim eix = 400 De plus lim x = —oo donc par produit lim f(x) = —co.
X——00 X——00 X——00 X—+00

2. f'(x) =1le ™ + x(—e™™) = (1 —x)e™ f' sera positive jusqu’a x=1 puis négative et donc f est
croissante sur | — oo; 1] puis décroissante sur [1; +oo[

»3.(=2) = -2 P = -148,f(-1) = —1e~ VY = —2,7donc f(-2) < —4 < f(-=1)

De plus f est continue strictement croissante sur [-2 ;-1] donc d’apres le corollaire du TVI sur

[—2; —1], '’équation f(x) = —4 admet une unique solution notée a.

P 4. L'équation f(x) = —4 admet-elle d’autres solutions sur R ? Justifiez votre réponse.

sur [1; +oo[ f estpositive sur [1; +oo[ donc f(x) = —4 ne peut avoir de solution sur [1; +oo[

f est croissante sur | — oo; 1] donc sur] — oo0; —2] or f(—2) < —4 donc (x) = —4 ne peut avoir de solu-

tion sur | — co0; —2]

f est croissante sur | — oo; 1] donc sur[—1; 1] or f(—1) > —4 donc (x) = —4 ne peut avoir de solution
sur [—1; 1]
Ainsi a est la seule solution a I'équation f(x) = —4

Partie C: recherche de I'encadrement d'une solution
On se propose de trouver un encadrement plus précis de a en utilisant I'algorithme de dichotomie

suivant :
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VARIABLES
a estréel
b est réel
x estréel
p estréel

Afficher a
Afficher b

DEBUT DE L’ALGORITHME
Demander la premiere borne et la stocker dans a
Demander la seconde borne et la stocker dans b
Demander la précision et la stocker dans p
Tant que b-a>p

a+b
— X
Sif(x)<-4
Alors
xX—a
Sinon
x—b
Fin SI
Fin tant que

FIN DE L’ALGORITHME

» 1. Compléter I'algorithme.

» 2. Quatre éléves voulaient obtenir un encadrement a 10! preés de a, pour cela chacun d’entre eux a

essayé de rentrer le programme correspondant et a obtenu les résultats présentés dans le tableau ci-

dessous :
Nom Borne a (arrondie a 1072) | Borne b (arrondie a 1072)
Andromaque —1,68 -1,11
Sganarelle —-1,25 —-1,18
Candide -5,72 -5,68
Godot On attend encore ses réponses

L’encadrement d’andromaque est vraiment trop large,.

On sait que a € [—2; —1] donc la borne b trouvée par Candide est trop basse.

Par élimination la seule réponse adaptée semble étre celle de Sganarelle.
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Exercice 3 - [5 points]
d traiter par I'ensemble des candidats

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0; i; v) d'unité graphique 4 cm.
Partie A :

On note P le point d’affixe p = — ; + i?, Q le point d’affixe g = — % - i? et K le point d’affixe — 1.

>1. a)p=cos(2§)+isin(2§)=el? OP =|zp —zp| = Ipl =1 "
4T
q = cos (4?”) + isin (4?”) =e's. 0Q =|zg — 20| = gl = 1. o5
Ainsi OP = 0Q = 1 donc P et Q sont le cercle de centre O et de rayon 1. . o ,
- -g.5 o 0.5

b) Faire une figure et construire les points P et Q.
P2. a)MeD|z|=|z+1|®|z—0] =|z— (-1)| <3:>|ZW| = |ZW| &

OM=KM < M est sur la médiatrice de [KO]. ]

Version alternative : on pose z = x + iy |z| = |z + 1]

Olx+iy|=Ix+iy +1] @ Jx2+y2=/(x+1)% + y2
< x%+y? = (x+ 1)% + y? car une somme de carré est toujours positive

1 . , 2 . . .
QxP=x>+2x+1x=— 5 (c’est plus long, mais la réponse a la question suivante est racourcie)

b)on a vu au 1a) que P et Q sont sur le cercle, montrons maintenant que leur affixe vérifie

|z| = |z + 1].
Pour P,ona|z| = |p| = eiZTn|=1et|z+1|=|—%+i?+1|=|§+i§|=|ei§ = 1 donc
|z| = |z + 1
PourQ,onalz| = |q| = ei23_n|=1et|z+1|=|—%—i\/2—§+1|=|%—i\/2—§|=|e_i§ = 1donc
2] = |z + 1]

Ainsi les points P et Q sont aussi sur D.

Partie B :

On considere trois nombres complexes non nuls a, b et c. On note A4, B et C les points d’affixes respec-
tives a, b et c. On suppose que l'origine O du repére (0; u; v) est a la fois le centre de gravité et le
centre du cercle circonscrit du triangle ABC.

»1. a) O étantle centre du cercle circonscrit a ABC on a 0A = OB = OC donc :

|24 — 20| = |z — zp| = |z¢ — zp| donc |a| = |b| = |c].
De plus comme a est non nul on aural@ = 21— I qone |2| = |5 =1
lal  lal lal a a
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b) O est le centre de gravité du triangle ABC donc 04 + 0B + 0C = 0 donc:

Zp—Zo+zZg—2zZ9g+zc—2Zp =0 donc a+b+c=0.

b .. |b —a-b
c)ona:|a|= |§|=1ora+b+c=0 doncc=—a—ba1n51:|a| = | |=1donc
b b b b
- = i=1ouencore|—|= —+1|=1
a a a a
b b b . , . . b , :
d)ona |E| = |E + 1| donc5est I'affixe d’un point sur la droite D de plus |Z| = 1 donc c’est aussi

I'affixe d’'un point du cercle C, oril n'y a que deux points d’intersections entre le cercle et la

droite P et Q d’affixe petqainsiona:p = g ouq = g

c

b
P 2. Dans cette question on admet que p = 2 et q =

a) Soit W le point d’affixe 1, alors a-1_’wqg _

|

1 V3 3 V3 (23 B)(-3-¥8) 9. 3 3. 3
q—l —7—17—1 —7—l7 2 2 2 2 Z+27X7L—Z
p—1 1 3 . 3 3 (.3, .V3\( 3_ .3 9,3
—§+17—1 —7+l7 <—7+17 —7—17 4 " 4
6 . 3V3i
-+ 2 1 3 R
:4 4 _—+l—:el3
3 2 2
gl _ca
b) o T T
c) Ona:eig=;1=ﬂdonc£=1etarg(ﬁ;f)=z [27] donc ABC est équilatéral.
p—1 b—a AB 3
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Exercice 4 - [5 points]
d traiter par les candidats n’ayant pas choisi la spécialité mathématiques

Soit la suite (u,,) définie par: " d

28

uy, = 1 et pour tout entier naturel n, u,,; = — gun + 3.

Partie A : Une conjecture 2
>1. )
P 2. La suite (u,) semble converger vers 2,5, c’est le point
d’intersection entre les droites (d) et (A). Le polygone per-
mettant de trouver les valeurs des termes de la suite semble

08

s’enrouler autour du point de coordonnée (2,5; 2,5)

0 02 04 08 08 12 14 18 18 2 22 24 28 28

Partie B : Démonstration de la conjecture

Soit la suite (v;,) définie pour tout entier n naturel par v, = u, — 2,5.

1 1 1 1 .
1 v, =Up — 2,5 = —fUnt3- 2,5 = —CUn t 0,5= _E(u” —-25) = —<Vn donc la suite (vy,)
s : . 1 .
est géométrique de premier terme -1,5 et de raison — s donc on aura pour tout entier n naturel
n
v, =—-15X (— %)

n
»2.v, =u, — 2,5doncu, = v, +2,5doncu, =2,5-1,5x (— %)
» 3. En déduire la preuve de la conjecture faite dans la question 2. de la Partie A.
: 1\" 1 . 1\" o .
lim (_ g) =0car-1<—-<1 donc lim 2,5-1,5X (— E) = 2,5 ainsi (u,,) converge bien vers

n—-+oo n-—-+oo

2,5.

Partie C: Le cas général

Soit a € R, la suite (w,,) est définie par w, = a et pour tout entier naturel n,w,,; = — £ Wn + 3.
1 n
»1.soit B,: «w, = 2,5+ (a —2,5) X (— E) »

1\ 1\0
initialisation : pourn =0ona:wy, =aet2,5+ (a — 2,5) X (— E) =25+ (a—25)x (_E) =

2,5+ (a — 2,5) = a donc P, vraie

Hérédité Soit k tel que P, soit vraie

k+1

1 1 1"
wk+1=—§Wk+3=—§<2,5+(a—2,5)><<—§))+3:—0,5+(a—2,5)><<—§> +3
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1 k+1
=2,5+ (a—25) X (— E) donc Py, vraie d’oti 'hérédité.

. : 1\"
Conclusion pour tout entier n naturel w, = 2,5 + (a — 2,5) X (— E)
» 2. (w,) est constante & w4 —w, =0

& 2,5+ (a—2,5) X (— %)n“ _ (2,5 +(a—25) x (— %)n) =0

1

n
®(@-25)x(-3) (-3-1)=0®a-25=0®a=25
» 3. Démontrer que la limite de la suite (w,,) est un réel qui ne dépend pas de a.

n n
—1<—§<1 donc lim (—g) = 0 donc lim (a—Z,S)X(—é) =0donc lim w,, =0

n-+oo n-+oo n—+oo
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Exercice 4 - [5 points]
d traiter par les candidats ayant choisi la spécialité mathématiques

Les deux parties sont indépendantes.

Partie A:

6,25x — 9y = 0,2

Pour tout k € R, on considere le systeme Sy, : { 45% — 6,5y = k

P 1. Ecrire le systéme S, sous forme matricielle : A X = B, ou A est une matrice carrée d’ordre 2 et X,

Bj, sont deux matrices colonnes.
6,25 -9 S _ 10,2
A= [ —6,5] X_[y] Bk‘[k]
P 2. det(A) = 6,25(—6,5) — 4,5(—9) = —0,125 # 0 donc A est inversible.

PR [—6,5 9 ]_ 52 —72]

-0125[—4,5 6,25] 136 =50/

»3.0nauraX = A"1B, = [

=72 02] [10,4— 72k
—50 7,2 =50k |

Partie B :

Dans cette question on pose A = (64255 —_695>’ P = (; ;L) et D = (0’55 _8 5).

» 1. Démontrer que P est inversible et donner P~1. (On utilisera la calculatrice pour le calcul de P~1)

3X3—=2X%X4=1+#0doncP estinversible et a pour inverse [_32 _34]

»2. a)P-1A=[_32 4”625 -9 _[0,75 1

—6,5] -1,5
1 10,75 —=1113 4 [O ,25 0 ] _
donc P AP—[ 1 15 [ 05 =D
0,25™ 0 0,25™ 0
n — ’ : _ n _ )
b) D™ = [ (—O,S)n]SOIt P, = «D™ = [ (—O,S)n] »

»3.P"YAP=DdoncPP AP =PDdoncPP~*APP ' =PDP~! donc A =PDP~ L
P 4. Initialisation : on a établi a la question 3 que A = PDP~! donc A™ = P D"P~1! est vraie au rang 1.
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Hérédité : Soit k > 1 tel que A* = p D*p~1

Akt = AKA = p D*P~1 PDP~! D’aprés I'hypothése de récurrence et la réponse a la question 3)
= pDkpp~t = pDM1p7la4 propriété est bien héréditaire.

Conclusion

pour tout entiern > 1, A® = P D"P~1!

P 5. En déduire les coefficients de la matrice A™ pour tout entier n > 1.

wmrre- AP (5

0 3 3x0,25" 4x(=05"|3 -4
(—0,5)n“—2 3 ][ |

2x0,25" 3x(=0,5" -2 3
9 __8 12, 1
_ 4n (_2)71 4n (_2)71
I 4 6 -8 9

4n (_2)71 4n (_2)71

=0

>6.Commeonaura—1<i< 1et—1<_iz<1: lim 41=Oet lim

n—+o0 4" no+oo (=2)"

Donc par somme et différences de limites tous les coefficients de A™ convergent vers 0 :

lim — ° = lim =2+ 22 = lim — ° = lim —+—
no+04m  (=2)"  potoo 4" (-2)" not004d™ (2)" notw 4™ (-2

=0
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