Proposition de bareme

Exercice 1

Partie A 1a) 0,25 b) 0,5 2)1 3)a)0,5 b)1
Partie B 1) 0,5 2) 1,25pt

Exercice 2

1 point par question

Exercice 3

PartieA 1)0,25 2) 0,75 3)0,5 4) 0,75

Partie B 1) 0,25 2)0,5 3) 1,25 4) 0,75
Récurrence 0,25 pour intro et conclusion et 1pt pour I’hérédité

Exercice 4
1a) 0,25 b) 0,5 2) a)0,5 b)1 ¢)0,25
3)a) 1 b) 0,52 c) 0,25 4)a) 0,5 b) 0,25 c)0,25
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Exercice 1 - [5 points]

Les deux parties A et B peuvent étre traitées indépendamment.

Les résultats seront donnés sous forme décimale en arrondissant a 10™%.

Dans un pays, il y a 2 % de la population contaminée par un virus.

PARTIE A 0,99 T

»1.a)P(V) =002  P,(T) =099

Py(T) = 0,97 002 7 0,01
T

b) En déduire la probabilité de I'événement V N T.
PWVnNnT)=PWV)Py(T)=0,02x%x099 =0,0198
P 2. D’apres la formule de probabilité totale :
P(T) =PV NT)+P(VNT) =
0,0198 + P(V)Py(T) = 0,0198 + 0,98 x 0,03 0,97 7
= 0,0198 + 0,0294 = 0,0492

»3.a) Pr(V) = PSE;)T) = g'gigi = 3 ~ 0,4024 ~ 40% donc quand le teste est positif on a bien

003 T
0,98 ™\ 7

qu’environ 40 % de « chances » que la personne soit contaminée.
b) Déterminer la probabilité qu'une personne ne soit pas contaminée par le virus sachant
que son test est négatif.
Pa(P) = PV n T) _ P(V)Py(T) _ 0,98 x 0,97 _ 0,9506 .
P(T) 1—P(T) 1-0,0492 0,9508

0,9998

PARTIE B

P 1. On répete dix fois de maniére indépendante la méme épreuve aléatoire a deux issues dont
une considérée comme une réussite a une probabilité d’occurrence de P(V) = 0,02, X la va-
riable aléatoire comptant le nombre de réussite suivra donc une loi binomiale de parametres
n=10etp = 0,02

P 2. Calculer la probabilité qu'il y ait au moins deux personnes contaminées parmi les 10.

PX=22)=PX<2)=1-PX<2)=1-(P(X=0)+P(X =1))

=1—((1)0,02°0,98% + (*)0,02'0,98°) ~ 0,0162
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Exercice 2 - [5 points]

» 1. Dans le plan complexe, on donne les points A4, B et C d’affixes respectives z, = —2 + 3,
zg =—3 —ietz, = 2,08+ 1,98i. Le triangle ABC est:

AB =|zy — 2z = |-3—i— (=2 +30)| =|-1—4i| =/(-1)? + (-4)? =17

BC = |zg — z;| = |-3 —i— (2,08 + 1,98i)| = |-5,08 — 2,98i| = \/(—5,08)2 + (—2,98)% =
V34,6868

AC = |z; — z4| = 12,08 +1,98i — (=2 + 3i)| = |4,08 — 1,02i| = \/(4,08)2 + (—-1,02)% =

V17,6868
17,6868 + 17 = 34,6868 donc le triangle ABC est rectangle mais pas isocele

» 2. A tout nombre complexe z # —2, on associe le nombre complexe z’ défini

z—4i
par:z' = .L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z'| = 1 est:
IZ| =1 Z+“;| —1& ';“Zil' =1 |z—4i|=|z+2| 9 |z—2; | = |z — zp| © ME=MD & M

est sur la médiatrice du segment [ED], segment dont les extrémités sont E et D les points
d’affixe 4i et —2 . La réponse est donc B.

i in in in
es3 e3 1e3
» 3. Le nombre complexe S pour forme algébrique : \/_+ 7 2(\5 M) ZZT” =

1 i(T_T 1 (AT_3T 1 ;™1 T .. T 1 T L1, T
—el(3 7 = —el(lz %) = —e't2== (cos (—) + isin (—)) = >cos (—) +ilsin (—)
2 2 2 2 12 12 12 2 12

2
Quand on considere les quatre réponses proposées suele celle de B correspond a une forme

algébrique. La réponse est donc B

»4.L'équation z* + z + 1 = 0 admet pour solution :

)7 . . _1 l\/_ _];‘l'l—\/§
A= 1 —4 = —3 doncI’équation a deux solutions complexes z; = etz = —
LB 1 .V3 .
iee =i (7 + lz) =—sti- =2 donc la réponse A est valable.
T i
ile elf\/—eT \/E .E_I_L_n_ﬂ 6T L3TL’ iam 137
»5. — — = —e2 =3e2t1zt1z =3 el 1z
“2 V2es V2

La bonne réponse estla D
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Exercice 3 - [5points]

Partie A : Une premieére gestion dans un parc animalier

On étudie I'évolution de la population d’herbivores, au cours du temps a partir de I'an 2000,
dans le parc animalier Alpha.

On appelle n le nombre d’années écoulées apres le début de I'expérience. En 2000, c’est a dire
pour n = 0, le parc comptait 10 000 herbivores. On note A4,, le nombre d’herbivores en I’'an
2000 + n.

Chaque année, on estime que le taux de naissance est de 10 % et que 500 herbivores meurent
dans ce parc.

» 1. Prouver que, pour tout entier naturel n,ona 4,,,; = 1,1 X 4,, — 500.

ATannée n le nombre d’herbivores est de 4,,, cette quantité augmentée de 10% est

A, (1 + %) = A, 1,1 si onretranche a cette quantité les 500 herbivores morts durant I'année
on obtient 1,1 X A,, — 500 la quantité d’herbivores présent I’année suivante : n + 1.
Donconabien:A4,,; =1,1x A, —500.

» 2. Prouver que la suite (u, ) définie, pour tout entier naturel n, par u,, = A, — 5 000 est une
suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme u,.

Uptr =Ape1 —5000=1,1% A4, —500—-5000

=1,1x A, — 5500 = 1,1(4,, — 5000) = 1,1u,, donc la suite (u,,) est géométrique de raison
1,1 et de premier terme : uy, = Ao — 5000 = 10 000 — 5 000 = 5 000. Donc pour tout entier
naturelnu, = 5000 x 1,1"

» 3. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona 4, = 5000(1 + 1,1™)

On sait que u,, = 4, — 5 000 donc 4,, = u,, + 5000 = 5000 x 1,1™ + 5000 = 5 000(1,1™ + 1)
» 4. Déterminer a partir de quelle année, la population d’herbivores dépasse 20 000 tétes.

On doit résoudre 4,, = 20 000 < 5000(1,1"+ 1) > 20000<~ 1,1"+ 1 > 250000000 o
n _ n In(3) In(3) -
1,1">4—-1<In(1,1") > In(3) ©®nin(1,1) >In(3) ®n > 2 or 2 ~ 11,53 donc la

population d’herbivore dépassera 20 000 individus a partir de la 12¢éme année

Partie B : Une deuxieme gestion dans un autre par animalier

On se donne une population d’herbivores dans un parc Béta et on étudie I'évolution de cette
population au cours du temps a partir de 'an 2000. On note B,, le nombre d’herbivores, en I'an
2000 + n dans le parc Béta. En 2000, ce parc comptait 10 000 herbivores.

A partir de 2001, on amene de I'extérieur du parc x,, autres herbivores. En 2001, on en a ame-
né 1 000. A partir de 2001, d’'une année sur l'autre, le nombre d’herbivores venant de
I'extérieur diminue de 20%. On a donc B, = 10 000 et x; = 1 000.

On suppose que seul cet apport d’herbivores de I'extérieur fait varier le nombre d’herbivores
du parc Béta.

» 1. Prouver que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 1,on a x,,,; = 0,8 x,, et que
pour tout entier naturel n,ona B,,;; = B,, + X,41-
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Diminuer une quantité de 20% revient a la multiplier par (1 - %) = 0,8 donc x,,,; = 0,8 x,,

Donc (x,,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme 1000 donc

x, = 1000 x 0,8™

Il est dit que seul I'apport extérieur fait varier la quantité d’herbivore du parc donc pour pas-
ser de B, la quantité d’herbivore dans le parc Béta de 'année n a B,,,; 1a quantité de I'année
suivante on doit ajouter x,, 1.

» 2. Recopier et compléter 'algorithme suivant pour qu'il affiche la population d’herbivores
du parc Béta en 2056 :

N prend la valeur 0

B prend la valeur 10 000

X prend la valeur 1 000

Tant que N < 56
B prend la valeur B + X
X prend la valeur 0,8X
N prend lavaleur N + 1

Fin tant que

Afficher ...

» 3. Par récurrence sur n, démontrer que pour tout entier naturel n on a

Onpose B,: «B, = 10000+ 5000 x (1 —0,8™) »

Initialisation :

Avecn = 0onaB, = B, = 10000 par définition

et 10 000 + 5000 x (1 — 0,8™) = 10 000 + 5000 x (1 — 0,8°) = 10 000

donc P, vérifiée.

Hérédité :

Soit k un entier naturel tel que P, soit vrai, montrons que dans ce cas P, est vrai.

B,+1 = B, + x,41 = B, + 1000 x 0,8"

= 10000+ 5000 x (1 —0,8") + 1000 x 0,8™ (HR)

= 10000+ 5000 — 5000 x 0,8™ + 1000 x 0,8"

= 10000 + 5 000 + 4000 x 0,8™

=10 000 + 5 000 — 5000 x 0,8™*!

= 10000+ 5000 x (1 —0,8™*1) donc Py, est vraie d’ou 'hérédité

Conclusion :

Donc pour tout entier naturel n ona: B, = 10 000 + 5 000 x (1 — 0,8™)

» 4. La population d’herbivores peut elle doubler dans ce parc ? Justifier la réponse.

Pour que la population double il faudrait que B,, = 20 000 <> 10 000 + 5000 x (1 — 0,8™) >

20000 <~ 5000 % (1 —-0,8") >10000< (1 —-0,8") = 2 < —1 = 0,8™ ce qui est impossible,

donc la population ne peut doubler
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Exercice 4 - [5 points]

On rappelle que la page annexe sera a compléter et a remettre avec la copie a la fin de I'épreuve.

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = x + In x.

On nomme C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (0;7;J) du plan, cette
courbe est tracée sur la page 6 en annexe.

» 1. a) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son intervalle de définition.

limx = 0 etlimlnx = —oco donc par somme lim f(x) = —oo
x—0 x-0 x—0

lim x = 4o et lim Inx = +oco0 donc par somme lim f(x) = +oo
X—>+00 X—+00 X—>+0o

b) Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle ]0; +oo].
ffx)=1+ i qui sera positive strictement sur ]0; +oo[ par positivité de 1 et 1/x sur

I'intervalle considéré. ainsi f sera croissante sur ]0; +oo].

»2. a) Déterminer une équation de la tangente A a la courbe C au point A d’abscisse 1.
y=fDx-D+fA)ey= (1 +%)(x—1)+(1+1n1)<i>y=2(x—1)+1<2:>
y=2x—1.

b) Etudier les variations de la fonction h définie, sur ]0; +oo[, par h(x) = Inx — x + 1.En

déduire que la courbe C est en-dessous de la tangente A.
h'(x) = % —-1= 1;—x sera positive sur ]0; 1] et négative apres donc h sera croissante jusqu’a 1
ou elle s’annulera puis elle va décroitre , donc h sera négative ou nulle sur ]0; +oo[ or
h(x) = f(x) — y donc on en déduit que sur notre intervalle f sera inférieure a y et donc la

courbe C sera sous sa tangente en 1.

c) Tracer A sur le graphique de la page annexe.

»3. a) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, I’équation f(x) = n admet une
unique solution dans ]0; +oo[. On note a,, cette solution. On a donc, pour tout entier natu-
reln, a,+In(a,) =n.

Soit n un entier naturel, on a bien lirré f(x) <n < lim f(x),deplus f est continue et stric-
xX— X—+oo

tement croissante sur l'intervalle ]0; +oo[ donc d’apres I'extension du théoréme de la bi-

jection il existe un unique antécédent a,, de n par f
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b) Prouver que a; = 1.

f(1) =1+ In(1) =1, donc 1 est bien un antécédent de 1, or on a prouvé que chaque entier
avait un unique antécédent donc 1 est a; I'unique antécédent de 1 par f.
c) On rappelle que sur la page 6 en annexe, on a tracé la courbe C dans le repére (0;7;)).
Placer les nombres a, a4, a,, a3, @, et ag sur 'axe de abscisses en laissant apparents les

traits de construction.

»4.a) Démontrer que la suite («,,) est strictement croissante.

Par I'absurde supposons qu’il existe k un entier naturel tel que a; > ;. alors comme la
fonction f étant strictement croissante sur ]0; +oo[ donc elle conserve 'ordre et donc
f(ay) > f(ay,,) donck > k + 1 ce qui estimpossible doncvn € N a,, < a,,4,

b) En utilisant le résultat de la question 2b), démontrer que, pour tout entier naturel n

n+1
non nul, > < a,.
D’apres la question 2b) f(x) < 2x — 1 sur ]0; +oo[. donc f(a,,) < 2a,, — 1 donc
n+1

nSZan—1¢>TSan
b) En déduire la limite de la suite (a,,).

. . n+1 n+1 . .
On sait que lim — = 400 et que Vn € N— < a,donc par comparaison lim a, = +o0
n-+o 2 2 n-+oo
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