Correction d’exercices du livre sur les complexes
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Exercice 65 P 42
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Exercice 67 P 42

_V3+i _(VB+i)(V3+i) _ 3+i2V3-1 _ 1, V3B_ . . X
Z= ()W) 2 =g tis= [1, 3] (trivial ... a force)
V[

2 =[1,5P=[1® 5 x3| =[] =1

Exercice 71 P 42

2
|21|=,/\/§ +12=+4=2

|Zz|:\/ﬁ(—1)2:\/7

23 = (124 (—v3)’ =VE=2
124 =,/v§2+3z=m=z@

o = () + () =1

Exercice 72 P 42
2

i0 —i6 0 —i6
el +e e’ —e
2=(——) + (=)
_ (6120+26166—19 +e—126) + (6129_23196—19 +e—126)
B —4
(ei29+2ei9e—i6 +e—i2€_ei29+zei66—i6 _e—iZB)

4
:(i):]_
4
Ce résultat était prévisible car d’apres les formules d’euler.
o et 4o—if et o
Explications : vu que cos(6) = S que sin(0) = >

sin2(8) = 1 on peut en déduire que z=1

donc z; = 2e’s
cos(f) === .n
6 =— donc z, = v2e "%

3 0=- donc zz =2e™ 3

6="1 donc z, = 2v/3e'3
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or e?e~® =1 donc

6
et que I’on sait depuis la troisiéme que cos2(8) +

Exercice 73 P 13
a) f(0) = sin‘*(@):(M)4 _ ((eie —e—i9)2>2 _ (eiZS 00 p—if +e—i29)2
2i .

i 21 —4
ei4g—26i29+1—23i29+4—26_i26 +1_26—i25+e—i49 ei49+e—i49 ei29+e—i29 6
= — — 4. —_
16 16 16 t 16
140440 1120 4¢—i20 6 \_1 1 3
== —= — == 40)- = 2 =
5 > > > +7 s 8cos( 0) 2cos.( 0) + 5

b) comme sin2a= Y2(1-cos(2a)) on aura sin?x = % (1-cos(2x))
de plus cos?a= ¥(1+cos(2a)) donc cos?(2x) = ¥%(1 + cos(4x)



donc f(x) = (sin2x)2 = (¥4(1-cos(2x))>= 5 (1 — 2 cos(2x) + cos?(2x))
= %(1 — 2 cos(2x) + %(1 + cos(4x)) = %COS(‘I-x) - %Cos(Zx) + %

c) F(x) = ;—lein(4x) + %sin(Zx) + %x

Exercice 74 P 13
i20 _,—i26 i30 _,—i30 ,i50 _,—if _,if | ,—i50
a) f(8) =sin(20)sin(30) =—o — x&—¢ ~ et Te e te

2i 2i —4
ei59+e—i59_ei6 _e—iG 1
= - = (cos(6) — cos(50))
eiH +e—i9 ei29+e—i29 ei39+e—i6 +ei9 +e—i36

b) f(6) = cos(8)cos(20) = > > = "
=1 (ei39+e—i39 e +e_i6)=% (cos(36) + cos(6))

. i6 _ ,—if i36 +e—i39 ei49 +e—i29 _eiZG_e—i49
c) f(6) =sin(@) cos (36) = *—— x = _ .
2 2 4i
_ 1 ei4€_e—i4€ eiZH_e—iZG _1 . .
i L ) e
i40 _,—i i —i i +i30 30 i
d) f(8) =sin(4 0) cos (8) = ¢ 2‘; x & +2€ _ePl+e 4(; e
_ 1 eiSH_efiSH ei36_efi36 _1 . .
‘E( 2 T T )—g(sm(se) +sin(36))

Exercice 75 P 13
1 8) (e —e™9)°=(30 — 3¢10 4 3710 — ¢i30) = (130 — o~130) _ 3(0 — ¢i0)
b) (e — e_"g)3 = (2isin#)3=-8isin3 A
(30 — e739) = 2isin 36
(e —e™¥)=2ising
Donc (e —e~0)° =(i30 — ¢=136) — 3(¢i® — ¢=1) peut se traduire par :

-8i sin3 0 =2isin360 - 3x2isin0
4sin3 @ =-sin36 + 3sin @
4sin36 -sin@ =-sin36 + 2sin® ou encore 4sin3 0 - sin@® = 2sin@ - sin 30
2 a) sinx=0&x=0o0urm
inx=1 =TouX
b) SInX—21¢>x—670u 5
c) sinx=—®x == ou—
3 2sinf -sin360 =0 < 4sin30 -sinf =0

< (4sin?0 —1) sinf =0
& (2sinf — 1)(2sinf + 1) sinf =0
& sinf = 0 ou ~ou —

2 2
T 5t 7 11m
<:::>X=00U7TOL1€ ou ?ou? ou o

. . 5 7 11
Voici les solutions dans [0,27[ S = {0 % ?" ,n,?" T"}

Exercice 76 P43

1z4| = |zg| = |zc| = |zp| = |zg| = |zp|=1
Arg(z,) = (4,04) = 0 donc z,= 1
Arg(zp) = (, 0B) =g donc zz = els
Arg(z¢) = (4, 0C) = 2?“ donc z, = el
Arg(zp) = (U,0D) = donc zp=-1
Arg(zp) = (4, 0E) = 4?" donc z; = el
Arg(zr) = (t,OF) = 5?“ donc zp = i

Exercice 79 P 43

Si G est le barycentre de (A ;1) , (B ;2) et (C ;3) alors on a (1+2+3) 0G=10A+20B+30C
Donc  6z55=255+2255+375¢ et donc 6zg=2z,+2z5+3z¢

6z;=1-j + 2(2+3j) + 3(-2-5))



6z;=1-j + 4+6j -6 -15j
62;=-1-10j 72c =——]

Exercice 80 P 43

1)

7z, = 3(cosm + isinm) = —3

Zy =\/§(cos%+i5in%) =\/§(\/_+ £) =1+

Z3 = Z_2 =1-i

2)3)

z3 = 7 donc A,etA; sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses, de plus z;est réel donc A, est sur I’axe des
abscisse, ainsi [A;A,]et[A; Az]sont symétriques par rapport & cet axe, conclusion le triangle est isocele en A
4)

B,etB3 sont les symétriques respectifs de A,etA; par rapport a A;

Donc AlBZ = A2A1 et AlBg = A3A1 d’ou ZB2 — ZA1 = ZA1 — ZAZ et ZB3 — ZA1 = ZA1 — ZA3

Donc zp, = 2zA1 —zy, =—6-1—i= —7—i |zs,| = /(=7)% + (-1)2 = /50 = 52

etZB3—2ZA1 =—6—-14+i= —-7+1i |ZB3|=1/(—7)2+12:\/%=5\/§
08, _ 5VZ_g
04; 2

5)

A, A3 B, Bsest un quadrilatere dont les diagonales sont de méme mesure (cf question 3), se coupent en leur milieu
A (centre de symétrie) c’est donc un rectangle.

Exercice 81 P 44

1)
71 =2 (\/2—§ + z%) =2 (cos + isin = 2¢' 5 a pour module 2 pour argument—
cos(@) =— _71 o 2m
|z2| = | (- \/_) +32=+12=2V3 s =7 donc z, = 2v/3e"s
sin(8) = —== >
2
z3 = = BBz 4IX2\/—6 i - e ,31 =2ei3ce complexe a pour module — et pour antecedent—
971 9x2¢'3 18¢'3
2)
OAZ = |z,[2=22=4 OB2=|z,|2 = (2\/§)2:12 AB2 = |z, — z;|?=[2/3+2i)=(2V/3)2+22=16

On a donc AB2 =0OA2+0B2 donc OAB est rectangle en O(réciproque du théoréme de Pythagore).
z1+z2 V3+i—V/3+3i

Affixe de | milieu de [AB] : = > = 2i

M isobarycentre de A, B,O veut dire que M est le barycentre de (A,1), (B,1),(0,1)
Comme | est le milieu de [AB] on peut aussi dire que | est le barycentre de (A,1), (B,1)
Ainsi le barycentre de de (A 1) (B 1),(0,1) est le barycentre de (1,2), (O 1) (assomatlwte des barycentres)

M bar ((1,2),(0,1)) < OM = —01 Pz = %zm@zM = ZZI¢I>ZM = —2l 31

Donc M le centre de gravité du triangle OAB a pour affixe 51 , complexe différent de I’affixe de G, on pourra déduire

que G n’est pas le barycentre comme 1’indiquait 1’énoncé.

Exercice 87 P 45

)

_1r 1 (x+iy) _x+iy _ x .y L x . N
M= = s T i) — iy iy T iy complexe dont la partie réelle est prrew et la partie imaginaire
€s x2+y2 ¢ y _x2+y2
2

) -1 1 -1 1

21 _122_12+i_12212:1+1+11+1:_1+l
) ;(7) (7)1+(5) R

Zpr = +1i = +i—

2 (-12 " T2 5 s



Zogpp = —1+i= 2(-% + i%) = 2755 donc OB’ = 20B donc O,B et B’ sont alignés
1

___2 .__1___ s =l_} —;=l—> R . ,
Zopr =5 tis —5( 2—1) =200 donc OD ;0D donc O,D et D’ sont alignés

2 2
R T S B e B CORIO I
o= = - = 2] ()4 - 8

0
. ;A . 2
Donc A, B’,C et D’ sont situés a une distance > de B

Pour placer B’ et D’ on sait que ces points sont sur le méme cercle centré en B et passant par A et C, de plus ces
points sont respectivement sur (OB) et (OD). On prends des deux couples de points d’intersection , celui qui convient.

Exercice 88 P45

Soitz=x+1iy

(i-2)z—-(2+i)z+6=0

S@A-2Xx+iy)-2+i)(x-iy)+6=0

& Xi—y-2X—i2y -2X +i2y —ix-y+6=0+1i0

-2y -4x+6=0

Py =-2x+3

Les solutions de 1’équation sont donc les complexes de la forme z=x+ i(3-2X)
Les points correspondants sont les points de la droite d’équation y = -2x + 3

Exercice 89 P 45
1) |z—2=2il=|z— 2+ 2)| =|z—2z]
|z + 2i| = |z = (=2D)| = |z = z,|
|z—=2=2i|=|z4+2i| ®|z—2z| =|z— 2| ® AM=CM
Les solutions de 1’équation sont donc les affixes des points constituant la médiatrice du segment [AC].

)  zz=r=-150+4
2= (7+D(-1)=57i-7-1-0)=7(6i—8) = 1,5i — 2
Pour Vérifier si les points B et D respectivement d’affixes z3 et z4 sont bien sur A il suffit de vérifier si z3 et z,
sont des solutions de |z — 2 — 2i| = |z + 2i]

lzg — 2 = 2i| = |=1,5i + 4 — 2 — 2i| = |2 — 3,5i] = /22 + (=3,5)% = \/4 + 12,25 = /16,25

|z3 + 2i| = |-1,5i + 4 + 2i| = 0,5i + 4| = /4% + (0,5)? = /16 + 0,25 = /16,25

DoncBeA

|z4 — 2 = 2i| = |1,5i — 2 — 2 — 2i| = |—4 — 0,5i] = /(=4)*+ (—0,5)? = \/16 + 0,25 = /16,25
|z4 + 2i] = |1,5i — 2 + 2i| = |-2 + 3,5i] =/(=2)? + 3,52 = \/4 + 12,25 = /16,25

DoncD e A



