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1. Généralités sur les fonctions

Définition. Le domaine de définition d’une fonction est I’ensemble des nombres réels x pour
lesquels I’'image f(x) existe. On le note Dy.

Méthode.

- s’il y a des quotients, on résout dénominateur = 0 pour trouver les valeurs interdites.
- s’il y a des racines carrées, on résout radical =0.

Définition. Une fonction f est dite paire lorsque pour tout xeDy, — xeDret fl—x) = f(x).

Propriété. Si la fonction f est paire alors sa courbe Crest
symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

Exemple. 2\ !
La fonction f : x » f(x) = x? — 2 est-elle paire ? gl
On calcule f(—x) = (—x)? — 2 = x* — 2 = f(x), la fonction f - )
est paire. flx)
Définition. Une fonction f est dite impaire lorsque pour tout xeDy, y
—xeDret fl—x) = —f(x). 2pmeees .
Propriété. Si la fonction f est impaire alors sa courbe Cyest :
symétrique par rapport a 1’origine. | .
-l 1
Exemple. Iy
La fonction g : x ~ g(x) = x3 + x est-elle impaire ? ;
Oncalcule g(—x) = (—x)*+ (—x) = —x3—x=—-(x3+x) = /A al
—g(x), la fonction g est impaire. —L 40
Définition. Une fonction est dite T—périodique lorsque
pour tout xeDy, x+T€Dy et f(x + T) = f(x).
T s’appelle la période. il
3--
Propriété. Si la fonction f'est T—périodique alors on oL
construit la courbe sur un intervalle de longueur T puis
on translate cette courbe. I
Exemple. o2 A b2
La fonction tan : x = tanx est-elle périodique ? )
sin(x + ™) —sinx sinx 21
tan(x + m) = = = = tanx
cos(x +T) —cosx cosx 3l
La fonction tan : x - tanx est m—périodique. y
tany
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II. Variations d’une fonction

. . . . e af . 4 .
Pour déterminer les variations d’une fonction f, on calcule sa dérivée f' = d—£ puis on étudie le signe
de la dérivée.

Reégles de base de la dérivation.
» 1. Les constantes. La dérivée d’une constante est nulle.
f(x) =5, f'(x) =0car (k) =0avec k=75.

» 2. Les fonctions polynomiales.

gx)=x,9'(x) =1 car(x)) =1

h(x) = x3, h'(x) = 3x?car (x")’ = nx"1
k(x)=x?+x,K'(x)=2x+1car(u+v) =u +v avecu = x?etv = x.
I(x) = 4x°, I'(x) = 4 X 6x° = 24x° car (ku)’ = k xu’ avec u = x° et k = 4.

» 3. Les produits de fonctions.
mx)=x2xBx+4),mM(x)=2xx Bx+4)+x?>x3=9x2+8xcar uxXv) =u Xv+
uxv avecu = x? etv = 3x + 4.

» 4. Les quotients de fonctions.
1 -1 1 -1
p(x) = > p'(x) = Sz car (—) =

x %2
5 -15 1\, —

q(0) = 5 +1,q00) = —Fcar (5)'

_ 1 ’ _ 2x+2 11_—u’ .2
r(x) = prree il () = (x2+42x)2 car (u) =z aveeu=x +2x

_ 4x+1 _ 4(3x-2)—-(4x+1)x3 _ 12x—-8-12x-3 _  —11 w\s _ u'v—uv' _
t(x) =S, t'(x) = Gr_2)? = it = G (3) =" avecu = 4x + 1
etv =3x—2.

» 5. La racine carrée.
w(x) = Vx, w'(x) = — car Wx)' = L
> 24/x 2Vx

» 6. Les fonctions circulaires.
a(x) = sinx, a’(x) = cosx car (sinx)’ = cosx
b(x) = cosx, b'(x) = —sinx car (cosx)' = —sinx

Rappel de notation.
On dit que I’on compose deux fonctions lorsque 1’on applique deux fonctions 1’une apres I’autre :

Par exemple f(x) = sinx et g(y) = y2, g o f(x) = g[f(x)] = g[sinx] = (sinx)2.

Théoréme. Dérivée des fonctions composées.

vou(a) =vu(a)] am u(a) AN viu(a)] = voul(a)
Si u est une fonction dérivable en a et v une fonction dérivable en b = u(a), alors vou est dérivable
enaet(Wou)(a)=v oua) X u'(a)

Exemples.

» 1. f(x) = sin?x, on décompose en x o sinx = (sinx)?
Wouw)(x) =u'(x) X V'[u(x)] = cosx X 2(sinx) = 2sinxcosx.
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»2. f(x) =Vx2—3x+1,ondécomp0sexlix2—3x+1 > VX2 —3x + 1

’ — ’ _ _ 1 — 2x—3
(o) () = w ) X v [um] = (2x = 3) X 2WxZ—3x+1  2/x2—3x+1

»3. f(x) = cos (7x + g) , on décompose x it 7x + g A cos (7x + g)
wouw)'(x) =u'(x) X v'[ux)] = —7sin (7x + E)

Propriété. Soit aeR
X u(x) A (u(x))a donc vou =u®

Wow)'(x) =u'(x) X v'ou(x) = u'(x) X au*"*(x)
donc (U’ = ax u* 1! xu'

Exemple.
fx)=(4x—3)3 f'(x) =3 x (4x —3)> x4 = 12 X (4x — 3)?

II1. Dérivées successives d’une fonction

Définition.
Soit une fonction f dérivable sur I telle que f' soit dérivable aussi sur I.
On appelle dérivée seconde de la fonction / et on note f', la fonction dérivée de la dérivée f'. On

appelle dérivée d’ordre k de la fonction f et on note f (k), la fonction dérivée de la dérivée d’ordre

k—1 :f(k_l)- f” — (fl):, flll — (fu);’ f(4) — (ful);, f(5) — (f(4))’, L f(k) — (f(k—l))r

Exemple.
fxX)=4x3 —x2+2x—4 f'(x) =12x2 = 2x + 2 f""(x) = 24x — 2 f""'(x) = 24

Exemple.

Pour appréhender au mieux le mouvement d'un corps, le physicien étudie I'évolution dans le temps
de la position d(t) d’un objet, de sa vitesse d'(t) et de son accélérationd’’ (t).

Un chariot se déplace dans un mouvement uniforme de translation rectiligne.

Il se déplace 4 la vitesse constante de 1,4 m.s ™.

Son accélération est nulle.

Sa position a I’instant z est d(t) = v X t = 1,4 X t métres, en considérant comme origine la
position initiale soit d(0) = 0 m.

La vitesse est la dérivée de la position.

L’accélération est la dérivée de la vitesse donc la dérivée seconde de la position.

IV. théoréme de la bijection

Définition

On dit qu’une fonction est strictement monotone sur un intervalle [a,b] si elle est strictement
croissante sur cet intervalle c'est-a-dire que pour tout x de ]a ;b[ £(x)>0 ou si elle est strictement
décroissante sur cet intervalle c'est-a-dire que pour tout x de ]a ;b[ £(x)<0

Théoréme de la bijection

Si f est une fonction dérivable sur [a ;b] et si pour tout x de ]a ;b[ £(x)>0, pour tout élément k de
[f (a); f(b)], I’équation f(x)=k admet une unique solution dans [a ;b].

Si f est une fonction dérivable sur [a ;b] et si pour tout x de ]a ;b[ £(x)<0, pour tout élément k de
[f(b); f(a)], I’équation f(x)=k admet une unique solution dans [a ;b].
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Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> + 3x? + 3x — 3

Prouvez qu’il n’existe qu’une seule solution a 1’équation f(x) = 2 dans I’intervalle [-1;1]
fl(x) =3x2+6x+3=3(x%+2x+1)= 3(x+ 1)?

Ainsi sur ]-1;1[ £(x)>0 la fonction est donc strictement croissante.

f(-1) =-4 et f(1) = 4 on a donc 2 qui est dans [f(-1);f(1)]

donc d’apres le théoréme de la bijection 2 a un unique antécédent par f dans [-1;1]

Remarque :

le théoréme de la bijection permet de prouver 1’existence et I’unicité de 1’antécédent d’une valeur
dans un intervalle I par une fonction strictement monotone sur I, mais elle ne nous aide pas
vraiment a trouver la valeur de cet antécédent.

V. Equation d’une tangente a la courbe

Propriété.

Soit fune fonction définie sur un intervalle I, soit a un point de I’intervalle I tel que f'soit dérivable
en a.

On note A le point de la courbe ¢, de coordonnées (a ; fla)).

La tangente a la courbe ¢y au point A a pour équation : y = f'(a)(x — a) + f(a)

Exemple.
f(x) = V/x, déterminer I’équation de la tangente a la courbe de fpour x = 1.

F)=Vi=1,f(x) = % donc f'(1) = Zdoncy = f'(D(x— D+ f(1) =5 (x -1 + 1=

1 1

’ 1 +1
= —X —_
Yy=2%73y
2 cr
A
l"_ -------- ]
7
i 2 3 4 g 6 7 X
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