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LYCEE

GEORGES BRASSENS Chap 1. Les nombres complexes

Le programme :

Les premiers eléments de I'étude des nombres complexes ont été mis en place en premiére. L'objectif est
de compléter cet acquis pour fournir des outils utilisés en algébre, en trigonométrie et en sciences phy-
siques. Les éléves doivent connaitre les notations a + bi et a + bj cette derniere étant utilisée en électricité.
Le temps consacré a cette partie du programme doit étre plus important dans les spécialités « génie élec-
tronique » et « genie électrotechnique » ou une interprétation geométrique de quelques transformations

complexes élémentaires est introduite en vue des applications en électronique.

Module, module d'un produit, inégalité triangu-
laire. Argument d'un nombre complexe non nul,
notation re®.
Relation ei®e®© = ¢i®+060) [ien avec les for-
mules d'addition ; formule de Moivre.

eie _l_e—ie
Formules d'Euler : cosb =
el0_p—i0
LEn
Interprétation géométrique de z — z + a et

z ez

1 sinf =

Travau

Résolution des équations du second degré a coef-
ficients réels.

Exemples de mise en ceuvre des formules de
Moivre et d'Euler (linéarisation de polynémes
trigonometriques...).

Les éleves doivent savoir interpréter géométri-
guement le module de b—a. Toute autre formula-
tion de propriétés geométriques a l'aide de
nombres complexes doit faire I'objet d'indica-
tions.

Ceci n'est au programme que des spécialités «
génie électronique » et « génie électrotechnique
»,

X pratiques

La résolution d'équations a coefficients com-
plexes et I'étude des racines n-ieme de l'unité
sont hors programme.

On se bornera a des exposants peu élevés ; les
formules trigonomeétriques ainsi obtenues n'ont
pas a étre mémorisées de méme que les formules

de conversion de sommes en produits et de pro-
duits en sommes.

I. L’ensemble des nombres complexes :

Définition 1.

On note i le nombre complexe tel que i* = —1.

L'ensemble des nombres complexes, noté C, est I'ensemble des expressions de la forme z = x+i y ou
(x,y)e R Le nombre réel x est appelé la partie réelle de z. Le nombre réel y est appelé la partie imagi-
naire de z.

Le nombre complexe zZ = x — iyest appelé le complexe conjugué de z.

Le nombre réel positif |z] = /xz + y2est appelé le module du nombre complexe z.

La notation z = x + iy s’appelle la forme cartésienne ou encore forme algébrique du nombre complexe
z.

Remarque : En électricite, la lettre i désigne I’intensité du courant, on utilise alors la lettre j pour les
nombres complexes. On écrit z = a + jb avec j*= —1.
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Exemple :
» 1. Mettre sous forme algebrique za+zg, ZazZg et (@)2 ou za = 4-3i et zg = —2+7i. Calculer |z,] et |zg].

» 2. Mettre sous forme algébrique le nombre complexe Zlf’ii.

2—-3i _ 2-3DA—-i _2-3i—2i+3i® —1-5i
1+i d+dad-o 1—i2 2

Propriété 2.

Pour tout nombre complexe z, zZ = |z|?

Démonstration : Soit z = x + iy un nombre complexe quelconque, zzZ = (x + iy) (x — iy) = x? —
iy? = x2 4+ y2 =720

Définition et propriété 3.
Le plan étant rapporté au repere orthonormal (O,u, ), tout nombre complexe z = x + iy peut étre associé
soit au point M de coordonnées (x,y) soit au vecteur OMde coordonnées (;C,)

On dit alors que z = x + iy est I'affixe du point M(x,y) et du vecteur OM.

Le module p de z représente la longueur entre Oet M : p = OM = 7y
2l = Vx? + 57

Un argu mELt de z, que I’on note arg z, est une mesure en radian de v
I’angle (ﬁ,OM). | ,/(
Soit 6 un argument de z, les autres arguments de z sont de la forme
0+2kr avec ke Z.

La notation z = p(cos6 + isinB) = [p, 0] s’appelle la forme trigo- Ol = X
nométrique du nombre complexe z.

—N-
o \

v

|

Rappel :
T T T T IZE L
Angle6 | O = - 5 > T 1 3
6 4 3 2 RSN s
coso | 1 | B Y2 L] g |, 2« N s et NI N
2 | 2 JZ_ / N 6
. 1 V2 3
sin@ 0 = = A 1 0 i
2 2 2 / : ;
T 1o Ok
Exemple : Déterminer la forme trigonométrique du nombre © g
z=—2+ 2iV3. \ /
2
Calcul du module : |z| = \[(—2)2 +(2/3) =J4+12=4 N\ J/
1 N S
DOHCZ=4(71+§) N 1

Calcul de I’argument : on cherche 1’angle 0 tel quecos = _71 et sin@ = \/2_5 soit© = %ﬂ

2T
Donc z = 4e's.

I1. Propriétés du module et des arguments d’un complexe

Propriété 4 : Soit z; = [py, 01] et o= [p2, 0,] deux nombres complexes non nuls
Le module d’un produit est le produit des modules : |21 X z3| = |z1| X |Z3].
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L’argument d’un produit est la somme des arguments a un nombre entier de tours prés : arg(z; X z,) =
arg(z,) + arg(z;) + 2km ot ke Z
En résumé [pl,el] X [pz,ez] = [plpz,el + 92]

Démonstration :
Soit z; = r1(cosB; + isinB,) et z, = r,(cosO; + isinB;) deux nombres complexes non nuls.

Z1 X Z3 = 1r1(cosBq + isinBq) X ry(cosB, + isinby)

Z1 X Zy =111y X (cosB1cosB; — sinBsinB; + icosBsinB, + isinB,cos0;)
or cos(a + b) = cosacosb — sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
donc z; X z, =1rqry X (Cos(61 + 0;) + isin(0 + 62))D

Propriété 5 : Soit z un nombre complexe non nul
Le module de I’inverse est I’inverse du module : |l L

zl T E

. . , . . L 1
L’argument de I’inverse est I’opposé de I’argument a un nombre entier de tours pres : arg (;) =
—arg(z) + 2kmou ke Z.

Propriété 6 : Soit z; et z, deux nombres complexes non nuls
2| _ |zl
7| |zl

L’argument d’un quotient est la différence des arguments a un nombre entier de tours pres : arg (j—l) =
2

Le module d’un quotient est le quotient des modules :

arg(z;) — arg(z,) + 2kmou keZ.
i 0001 _ [p1 o
En resume 19282] [pz,el 62]

Propriété 7 : Soit z un nombre complexe non nul et ne Z
|z""| = |z|" et arg(z™) = narg(z) + 2kmou ke Z

I11. Equation du second deqré :

Théoréme 8.

Soit a, b, ¢ eR avec a #0, on considére I'équation az? + bz + ¢ = 0. Pour résoudre cette équation dans C,
on calcule le discriminant A = b% — 4ac.

esi A > 0 alors I’équation az? + bz + ¢ = 0admet deux solutions réelles distinctes :

—b+y/A —b—/A
Z1 = —a et Zy = —a

. , . . p —b
esi A = 0 alors I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet une solution réelle double z = -

esi A < 0 alors I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions complexes conjuguées z; =
—b+iyIAl et 7z, = —b—i/IA]
2a 2a

Démonstration :

) , b b\ b ¢ b\* b?—4ac
az +bz+c=a(z +Ez+a)=a (Z+%) _WJ”E =a (z+£> T T a2
2 2
donc az? + bz + ¢ = 0 est équivalenta (z+ ) ="2<=21;

esi A > 0 alors az? + bz + ¢ = 0admet deux solutions réelles z; =

—b+V/A
2a

) . , —b
esi A = 0 alors az? + bz + ¢ = 0admet une solution réelle double z = -

—b—\/z
2a

etZZZ
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esi A < 0 alors az? + bz + ¢ = 0admet deux solutions complexes conjuguées z; = _b;ifjm et z, =
—b—imu
2a

Exemple : Résoudre dans C I’équation suivante : x> —6x + 10 =0

A= b?—4ac =36 —4x10 = —4 < 0, I’équation x2 — 6x + 10 = 0 posséde donc deux racines com-

plexes conjuguées : x; = 6+2m =34+i et x,= 6_2m =3—i

IV. Forme exponentielle d’un nombre complexe :

Définition 9.
Soit xe IR, on note e* le nombre complexe cosx + isinx = [1, x].

Remarque : Le nombre complexe z de module p et d’argument 6 peut se noter z = [p, 8] = pe’®.
Cette notation z = pe'® s’appelle la forme exponentielle ou polaire du nombre complexe z.

Propriété 10.
Pour tous xe Retye R,
eix ey = pilx+y) — = ix

Propriété 11. Formule de Moivre Pour tout 6e R, neZ
cosn® + isinn® = e = ()" = (cosd + isinB)"

Exemple. La formule de Moivre est intéressante pour exprimer

cos(nB) ousin(nf) en fonction de puissnces de cos(0) et de sin(0).

Cos(360) = Re(cos(30) + isin(308))= Re((cosO + isinB)3)=Re( cos>0 +3icos? BsinB-3cos Bsin?0 — isin30)
= cos30 -3cos Bsin?0

elX+e—lX elx_e—lx

sinx =

Propriété 12. Formule d’Euler Pour tout xe R, cosx = >

Démonstration : e = cosx + isinx et e~ = cos(—x) + isin(—x) = cosx — isinx
eix+e—ix

Donc e* + e~* = cosx + isinx + cosx — isinx = 2cosx SOit cosx =

X _g—ix

Et ei* — e~i* = cosx + isinx — cosx + isinx = 2isinx soit sinx = = —
Exemple. Pour linéariser i.e. pour transformer ce produit en somme de termes du type cosnx ou sinnx
avec ne Z.

cosxsinx = elx + e=ix\ eix — g=ix\? _[eX + eI\ (g2iX 4 o=2iX _ Dpixg=ix\  (pix 4 g=ix\ (g2iX 4 o=2ix _ )
= 2 2i - 2 - = 5 —

1 . . ) . ) . 1 . ) ) .
cosxsinZx = 5 (e3lx + e~ix — Deix 4 oix 4 p—3ix _ Ze—lx) — 3 (e3lx 4 e 3ix (ezx + e—Lx))
€cosx — cos3x

cosxsin?x = —i8 (2cos3x — 2cosx) = Z
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V. Interprétation géométrique :

Le plan est muni d’un repere orthonormal (O, U, V).

Théoréme 13. Si A et B ont pour affixes za et zg alors le vecteur AB a pour 2
affixe zg — za.
Conséquence : Si A et B ont pour affixes za et zg alors |zg — z,| = AB et si B/ \

A
A#B arg(zs — 7,) = (14, E) \
Propriété 14. Inégalité triangulaire : Soit za et zg deux nombres com- \
plexes non nuls : |zy + zg| < |zl + |Zg] 0

Démonstration : Soit A le point s’affixe za et B celui d’affixe zg donc
OA = |z, ]| et OB = |zg].

On note E le point tel que OE = OA + OB, I’affixe de E est z5 + zg
donc OE = |z, + z].

Or dans le triangle OBE :

OE < OA + OB donc |z + zg| < |zal + |z5/Q

Interprétation géométrique de arg (ﬁ)

Z2-21
Soit Mj, M;, et M3 les points d’affixes respectives z; , Z», et z3,
Z3771) _ TSIVEA )\ _ . , I
arg (22_21) = arg( MlMZ) = arg (ZM1M3) arg (ZMle) + 2km est une mesure de I’angle oriente

(UM M3) — (U4 MyMy) + 2kt = (M;M,, M;M3) + 2kt

B’
Activité.

Soit za=2—1, zg= —1+2i et zc=2-2i, placer les points A(za), B(zg) et C(zc). B
Soit z = 1+2i, placer les points A’, B’ et C* d’affixes respectives zat+z, Zg+z et zc+z.

Zatz = 2—1 +1+2i = 3+i, q

Zptz = -1+2i+1+2i = 4i

et zc+z = 2-2i+1+2i=3

Propriété 15. Translation
Soit a un nombre complexe.

M’(z) L’application qui, a tout point M
T~ W d’affixe z, associe le point M’
~ d’affixe z’=z+a est une translation de
M(z)

vecteur wd’affixe a.

- 5/6 -



LI Terminale STI-GE - gaelle.buffet@ac-montpellier.fr

LYCEE
GEORGES BRASSENS Chap 1. Les nombres complexes
Ac_tivité. ) | N _ T Al TN
Soit z, = 2e'z, zg = e'™ et z¢ = 3e'% placer les points A(za), B(zg) et C(zc). / \
Soit z = e'2, placer les points A’, B’ et C* d’affixes respectives zz,, zzg et NL \ \
ZZ¢. /
A’ e'2z, = 'z X 2e'z = 2eim \Ne S/
B’ ei%ZB = e‘g X el = 61.32_1T c' N e
C 1 efizg = e X 3¢ = 3eiF
Propriété 16. Rotation
M>{z”) Soit a un nombre complexe.
A L’application qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe
\«—-\a z’=7€" est une rotation de centre O et d’angle a rad.
0

Exemple :
» 1. Quelle est la fonction f de C dans C associée a la translation T de vecteur w = —2u + 30 ?

» 2. Quelle est la transformation géométrique G correspondant a la fonction f de C dans C définie par

zZ P —%(\/g—i)z.
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